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Izvleček
V magistrskem delu preučujemo razpad B → νν(γ), pri katerem mezon B ∈
{Bs, Bd} razpade v dva nevtrina in morebiten nizkoenergijski foton (foton je ne-
opazljiv), in razpad B → ννγ, pri katerem je foton opazljiv, v okviru razširjenega
standardnega modela z n = 3 dodatnimi desnoročnimi nevtrini. V tem modelu so
nevtrini v masni bazi Majoranovi fermioni. Matrične elemente matrik nevtrinskega
sektorja izrazimo z na novo izpeljano parametrizacijo, ki je naravna posplošitev
parametrizacije Casas-Ibara. Diferencialni razpadni širini razpadov B → νCνD in
B → νCνDγ pa analitično izpeljemo v razširjenemu standardnemu modelu za splošen
n. Pri obravnavi odvisnosti razvejitvenih razmerij razpadov B → νν(γ) in B → ννγ
predpostavimo, da detektor pokriva celotni prostorski kot glede na točko razpada
mezona B. Na koncu pa komentiramo še primer, ko ta ne pokriva celotnega prostor-
skega kota. V slednjem se izkaže, da je prispevek razpada B → νν(γ) k pogostosti
razpadov mezona B v neopazljive končne produkte lahko popolnoma zanemarljiv.
Predstavljene ugotovitve veljajo kvalitativno tudi za razpade drugih okusnih nev-
tralnih mezonov v osnovnem stanju v dva nevtrina in morebiten (nizkoenergijski)
foton.
Ključne besede: B → νν(γ), B → ννγ, Majoranovi fermioni
PACS: 13.20.He, 14.60.Pq, 14.60.St

Abstract
In this master thesis, we study the B → νν(γ) decay, where B ∈ {Bs, Bd} meson
decays into two neutrinos and a potential soft photon, and the B → ννγ decay
with an observable photon in the framework of the Standard Model with n = 3
additional chiral right-handed neutrinos. In this model neutrinos in the mass basis
are Majorana fermions. We parametrize the mass matrices in the neutrino sector
with a newly derived parametrization which naturally generalizes the well known
Casas-Ibara parametrization. The differential decay widths of the B → νCνD and
B → νCνDγ decay modes are derived for the general case (with n additional neutri-
nos). The branching ratios of the B → νν(γ) and B → ννγ decays are investigated
within the assumption that the photon detectors cover the full solid angle around
the decay point of the B meson. The more general case is commented on at the end
of the thesis: we find that the contribution of the B → νν(γ) decay to B meson
decays with non-observable decay products can be completely negligible. The re-
sults presented in this work qualitatively apply also to other decays of pseudoscalar
neutral flavored mesons to two neutrinos and a potential (soft) photon.
Keywords: B → νν(γ), B → ννγ, Majorana fermions
PACS: 13.20.He, 14.60.Pq, 14.60.St
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Poglavje 1
Uvod
Fiziko osnovnih delcev zelo dobro opisuje standardni model (SM), ki je do sedaj
najuspešnejši model osnovnih delcev. Njegove napovedi se izjemno dobro ujemajo
z eksperimenti, kar otežuje iskanje fizike zunaj njega. Eden prvih eksperimentov, ki
je pokazal obstoj fizike zunaj SM, je bil izveden v observatoriju Super-Kamiokande,
kjer detektirajo visokoenergijske nevtrine. Tam so zaznali prve prepričljive dokaze
pojava nevtrinskih oscilacij [1, 2]. Obstoj slednjih zahteva, da sta vsaj dva izmed
treh opazljivih nevtrinov masivna, kar je v nasprotju z napovedmi SM, v katerem so
nevtrini brezmasni levoročni delci. Nadaljnje preučevanje nevtrinov zahteva model,
v katerem so nevtrini masivni. Tak model najpreprosteje dobimo z razširitvijo SM z
n dodatnimi desnoročnimi nevtrini NR [3]. Slednji omogočajo konstrukcijo masnih
členov tako, da je nastali model še vedno renormalizabilen z lokalnimi simetrijami
SM. V takem modelu imamo lahko dve vrsti masnih členov; Diracov masni člen
in Majoranov masni člen. Prisotnost slednjega lahko v določenih scenarijih na na-
ravni način razloži majhnost masne skale opazljivih nevtrinov s tako imenovanim
»gugalničnim« mehanizmom [4, 5]. Poleg tega se Majoranov masni člen pojavi tudi
v drugih modelih, ki opisujejo fiziko zunaj SM, kot sta recimo model poenotenja
SO(10) [6] in modeli z dodatnimi dimenzijami [7, 8]. Parametri razširjenega SM
niso v celoti znani. Neznane se določi s primerjavo teoretičnih napovedi opazljivk
procesov, ki vsebujejo nevtrine, z eksperimentalnimi rezultati.
V magistrskem delu preučujemo razpad B → νν(γ) z neopazljivimi končnimi
produkti v razširjenem SM z n = 3 dodatnimi desnoročnimi nevtrini (nekateri re-
zultati veljajo tudi v modelih z n ̸= 3). Razpad B → νν(γ) vključuje razpada
B → νν in B → ννγ z nizkoenergijskim fotonom, na katerega detektor ni ob-
čutljiv. Namen je ugotoviti, katere parametre razširjenega SM se lahko izlušči iz
razvejitvenega razmerja razpada B → νν(γ). Pri tem pa si vzporedno pogledamo
še odvisnosti razvejitvenega razmerja razpada B → ννγ z opazljivim fotonom.
Razpad B → νν(γ) prispeva k pogostosti razpadov B → (nevidni), pri katerih
so razpadni produkti v celoti neopazljivi detektorju. Med slednje se uvrščajo, če
obstajajo, tudi razpadi mezona B v delce nove fizike (zunaj razširjenega SM). V tem
smislu je poznavanje razvejitvenega razmerja razpada B → νν(γ) lahko bistveno pri
odkrivanju nove fizike in s tem delcev temne snovi, ki so lahko razpadni produkti
mezona B [9].
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Obravnavo začnemo v 2. poglavju, kjer povzamemo nevtrinski sektor SM, kon-
struiramo vse različne tipe dovoljenih masnih členov nevtrinov in razširimo SM z n
dodatnimi desnoročnimi nevtrini. V okviru tega modela v poglavju 3 obravnavamo
razpada B → νCνD in B → νCνDγ. V poglavju 4 pa si pogledamo odvisnosti razve-
jitvenega razmerja razpada B → νν(γ) z neopazljivim fotonom in razpada B → ννγ
z opazljivim fotonom od parametrov modela.
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Formalizem nevtrinov
2.1 Model nevtrinov
V SM so nevtrini brezmasni levoročni delci, ki se sklapljajo le s šibko interakcijo na
naslednji način:
LSM ⊃ −
(︄
g√
2
W+µ
3∑︂
a=1
νaLγ
µlaL + h.c.
)︄
− g
2 cos θW
Zµ
3∑︂
a=1
νaLγ
µνaL. (2.1)
Pri tem se par [νaL, laL]T transformira kot SU(2)L dublet, g je sklopitvena konstanta
šibke interakcije in θW je Weinbergov kot. Po zlomu simetrije U(1)Y×SU(2)L preko
Higgsovega mehanizma leptoni la dobijo masni člen
LSM ⊃ −
3∑︂
a,a′=1
laLM
l
aa′la′R + h.c. (2.2)
Tega lahko zapišemo z leptoni lm ∈ {e, µ, τ} v masni bazi preko transformacij
laL =
3∑︂
m=1
(OL)amPLlm in laR =
3∑︂
m=1
(OR)amPRlm, (2.3)
kjer sta OL in OR unitarni matriki, ki diagonalizirata masno matriko leptonov M l
preko zveze O†LM
lOR = diag(me,mµ,mτ ).
V Lagrangeevi funkciji (2.1), zapisani z nabitimi leptoni lm, se v interakcijskem
členu, ki vsebuje W , pojavi matrika OL. Slednje se lahko znebimo, če nevtrine νaL
rotiramo na naslednji način: νaL =
∑︁3
m=1(OL)amνmL. V okviru SM so nevtrini
νmL ∈ {νeL, νµL, ντL} brezmasni levoročni delci. V primeru prisotnosti nevtrinskih
masnih členov, pa so v splošnem tako nevtrini νmL kot νaL linearna kombinacija
nevtrinov z dobro določeno maso.
Na tej točki si poglejmo možne oblike masnih členov nevtrinov νaL, s katerimi
lahko razširimo Lagrangeevo funkcijo SM, ne da bi pri tem pokvarili renormaliza-
bilnost in kršili lokalne simetrije SM. V ta namen naprej komentiramo masni člen
generičnega fermiona ψ,
L ⊃ −mψLψR −mψRψL. (2.4)
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Ta vsebuje tako levoročno komponento ψL kot desnoročno komponento ψR. V pri-
meru, da sta ti dve neodvisni med seboj, pravimo masnemu členu (2.4) Diracov
masni člen in polju ψ Diracovo polje. Obstaja pa možnost, da se skonstruira de-
snoročno komponento iz nabojno konjugirane levoročne komponente ψL, saj veljata
relaciji PR(ψL)c = (ψL)c in PL(ψR)c = (ψR)c1, pri čemer v splošnem (ψL)c ̸= ψR
in (ψR)c ̸= ψL. Od tod lahko zapišemo tako imenovana Majoranova masna člena
L ⊃ −1
2
mψL(ψL)
c +h.c. in L ⊃ −1
2
m(ψR)cψR +h.c. Pri obeh smo dodali hermitsko
konjugirana člena, označena s h.c., saj s tem zagotovimo, da sta Hamiltonova in
Lagrangeeva funkcija modela hermitski. Oba tipa Majoranovih masnih členov sta v
splošnem neekvivalentna: enaka postaneta le v primeru, ko je (ψL)c = ψR oziroma
ψ = ψL + ψR = ψ
c. Zadnja lastnost definira tako imenovane Majoranove fermione.
Ti so sami sebi antidelci in se po tej lastnosti bistveno razlikujejo od ostalih, ki so
v nadaljevanju magistrskega dela imenovani Diracovi fermioni.
V primeru n1 fermionskih polj ΨL = [ψ1L, ..., ψn1L] in n2 fermionskih polj ΨR =
[ψ1R, ..., ψn2R] imamo lahko v splošnem tako Diracov masni člen,
L ⊃ −ΨLMDn1×n2ΨR + h.c., (2.5)
kot oba Majoranova masna člena,
L ⊃ −1
2
ΨLM
L
n1×n1(ΨL)
c + h.c. in L ⊃ −1
2
(ΨR)cM
R
n2×n2ΨR + h.c. (2.6)
Izmed naštetih tipov masnih členov se z nevtrini νaL oziroma νL = [ν1L, ν2L, ν3L]T
lahko tvori le Majoranov masni člen L ⊃ −1
2
νLM
L
3×3(νL)
c + h.c. Tega je mogoče
pridelati le z enim samim umeritveno invariantnim operatorjem, ki pa je dimenzije
5 in je zato nerenormalizabilen [11]. To pomeni, da je Majoranov masni člen L ⊃
−1
2
νLM
L
3×3(νL)
c + h.c. prepovedan. S tem zaključimo, da z nevtrini νaL ni mogoče
pridelati masnega člena, ki je hkrati renormalizabilen in umeritveno invarianten na
lokalne simetrije SM. Od tod je prisotnost dodatnih desnoročnih nevtrinov NbR, kjer
je b ∈ {1, ..., n}, nujna.
S tremi opazljivimi nevtrini νaL in n dodatnimi nevtrini NbR imamo lahko tako
Diracov masni člen
L ⊃ −νLMDNR + h.c., (2.7)
kot Majoranov masni člen
L ⊃ −1
2
(NR)cMMNR + h.c. (2.8)
Diracov masni člen dobimo po Higgsovem mehanizmu, kar pomeni, da je ta skupaj
z interakcijskimi členi nevtrinov s Higgsovim bozonom in z Goldstonovimi bozoni
renormalizabilen in umeritveno invarianten na lokalne simetrije SM. V Majoranovem
masnem členu obravnavamo matriko MM kot singlet glede na umeritvene grupe SM,
zato je ta člen tudi renormalizabilen in invarianten na umeritvene transformacije SM.
V izrazih (2.7) in (2.8) nastopata matriki Diracovega masnega člena (MD)3×n in
Majoranovega masnega člena (MM)n×n ter polji nevtrinov νL = [ν1L, ν2L, ν3L]T in
NR = [N1R, ..., NnR]
T . Obe matriki sta v splošnem kompleksni, matrika MM pa je
poleg tega tudi simetrična, MTM =MM .
1Lastnosti nabojne konjugacije in nabojno konjugiranih polj so povzete v [10].
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Dovoljene masne člene dodamo v Lagrangeevo funkcijo SM. Tako dobimo razširjen
SM z n dodatnimi desnoročnimi nevtrini NR. Tega določa Lagrangeeva funkcija
L = LSM + LN, kjer je
LN = −
3∑︂
a=1
n∑︂
b=1
νaL (MD)abNbR −
1
2
n∑︂
b=1
n∑︂
b′=1
(NbR)c (MM)bb′Nb′R + h.c.
+
n∑︂
b=1
NbR iγ
µ∂µNbR + {ostalo} .
(2.9)
Pri tem smo v {ostalo} pospravili interakcijske člene nevtrinov s Higgsovim bozonom
in z Goldstonovimi bozoni, ki jih v sklopu analize ne potrebujemo. Zgornjemu izrazu
(2.9) za LN bi lahko dodali tudi kakšno novo umeritveno interakcijo, ki se sklaplja
z nevtrini NR. Če se ta ne sklaplja z delci SM, lahko pričakujemo, da prisotnost
slednje inducira manjši popravek k razvejitvenima razmerjema razpadov B → νν in
B → ννγ, ki pa ni bistven za namene magistrskega dela.
V vpeljanem formalizmu so vsi 3+n nevtrini v masni bazi Majoranovi fermioni.
V primeru ničelnega Majoranovega masnega člena v modelu n = 3 pa se izkaže,
da imata po dva Majoranova fermiona (nevtrina) enako maso. Vsak tak par tvori
en Diracov fermion, kot je opisano v dodatku A. V tem primeru se razširjen SM
pretvori v Diracov model, kateri vsebuje tri vrste nevtrinov, ki so Diracovi fermioni.
2.2 Nevtrini v masni bazi
Pri računanju razpadnih širin in sipalnih presekov je mnogokrat lažje uporabiti
nevtrine z dobro določeno maso kot pa z dobro določenim okusom. V ta namen
si poglejmo masna člena nevtrinov iz (2.9), ki ju lahko skupaj izrazimo v obliki
kvadratne forme
L ⊃ −1
2
[︂
νL (NR)c
]︂
⎡
⎣ 03×3 (MD)3×n
(MTD)n×3 (MM)n×n
⎤
⎦
⎡
⎣(νL)
c
NR
⎤
⎦+ h.c. (2.10)
Pri tej manipulaciji smo upoštevali identiteto νaL(MD)abNbR = (NbR)c(MD)ab(νaL)c,
ki sledi neposredno iz lastnosti nabojne konjugacije in antikomutativnosti fermion-
skih polj. Na tem mestu z M označimo bločno diagonalno matriko iz (2.10). Ta
je v splošnem kompleksna in simetrična, MT = M , zato jo lahko diagonaliziramo z
(3 + n)× (3 + n) unitarno matriko L na naslednji način:
Mdiag = L
†ML∗ = L†
⎡
⎣ 0 MD
MTD MM
⎤
⎦L∗ =
⎡
⎣Dν 0
0 DN
⎤
⎦ . (2.11)
Pri tem sta v splošnem Dν in DN kompleksni diagonalni matriki. Posamezen diago-
nalni element slednjih je nedoločen do faznega faktorja, saj poleg prehodne matrike
L matriko M diagonalizira tudi matrika L diag(eiα1 , eiα2 , eiα3 , eiβ1 , ...eiβn), kjer so αj
in βk realna števila. Izbira slednjih ne vpliva na rezultate izračunov, zato v nadalje-
vanju izberemo matriko L tako, da je matrika Dν pozitivno semidefinitna in matrika
DN negativno definitna.
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Prehodna matrika L slika nevtrine v masni bazi (označene z »MB«) v nevtrine
z dobro določenim okusom, ki so del dubleta SU(2)L,
⎡
⎣ νL
(NR)
c
⎤
⎦ = L
⎡
⎣ νL
(NR)
c
⎤
⎦
MB
. (2.12)
Če zdaj uporabimo zgornjo enačbo (2.12), lahko izrazimo masni člen (2.10) z nevtrini
v masni bazi:
L ⊃ −1
2
(︄
3∑︂
j=1
DνjjνjL(νjL)
c +
n∑︂
k=1
DNkk(NkR)cNkR
)︄
MB
+ h.c. (2.13)
V izrazu (2.13) sta oba člena po obliki Majoranova masna člena, kar pomeni, da so
nevtrini v masni bazi Majoranovi fermioni:
νMj ≡ [νjL + (νjL)c]MB , (2.14)
NMk ≡ [NkR + (NkR)c]MB . (2.15)
Z novimi oznakami se masni člen izražen z Majoranovimi nevtrini glasi:
L ⊃ −1
2
νMDνν
M − 1
2
NMDNN
M . (2.16)
V primeru kompleksnih matrik Dν in DN bi imeli Dν → Re(Dν) + iγ5Im(Dν) in
DN → Re(DN) + iγ5Im(DN). Interakcijski členi nevtrinov iz Lagrangeeve funkcije
(2.1) pa se z Majoranovimi polji νM in NM izražajo na naslednji način:
L ⊃− gW
+
µ√
2
∑︂
lm∈{e,µ,τ}
(︄
3∑︂
j=1
(U †OL)jmνMj γ
µPLlm +
n∑︂
k=1
(V †OL)kmNMk γ
νPLlm
)︄
+ h.c.
− gZµ
2 cos θW
(︄
3∑︂
j,j′=1
(U †U)jj′ νMj γ
µPLν
M
j′ +
n∑︂
k,k′=1
(V †V )kk′ NMk γ
νPLN
M
k′
)︄
− gZµ
2 cos θW
(︄
3∑︂
j=1
n∑︂
k=1
(U †V )jk νMj γ
µPLN
M
k + h.c.
)︄
.
(2.17)
Pri tem smo upoštevali transformacijski pravili laL =
∑︁3
k=1(OL)amPLlm, kjer je
lm ∈ {e, µ, τ}, in νaL =
∑︁3
j=1 UajPLν
M
j +
∑︁n
k=1 VakPLN
M
k . Nastopajoči matriki U
in V sta del prehodne matrike L,
L =
⎡
⎣U3×3 V3×n
Xn×3 Yn×n
⎤
⎦ . (2.18)
Preostali matriki X in Y pa ne nastopata v Lagrangeevi funkciji obravnavanega
modela.
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2.3 Parametrizacija matrik
Matriki U in V sta nedvomno odvisni od mas nevtrinov νMj in NMk , zato je smiselno
parametrizirati obe matriki z merljivimi parametri modela. Taka parametrizacija
je v scenariju mas maks(mνj) ≪ min(mNk) znana pod imenom parametrizacija
Casas-Ibara [12]. Slednjo v nadaljevanju posplošimo tako, da bo veljala tudi zunaj
navedenega režima. V ta namen si najprej poglejmo eno izmed štirih enačb, ki jo
dobimo z uporabo definicije podmatrik (2.18) v enačbi LMdiagLT =M , in sicer
UDνU
T+V DNV
T = 0, (2.19)
ki jo prepišemo na naslednji način:
UD1/2ν D
1/2
ν U
T =V (−DN)1/2(−DN)1/2V T . (2.20)
Matrika Dν v splošnem ni obrnljiva, saj zaradi specifične oblike matrike M iz (2.11)
sledi, da ima Dν dve ničelni lastni vrednosti v modelu n = 1 in eno ničelno lastno
vrednost v modelu n = 2. Drugače je z matriko DN , ki je obrnljiva za poljuben n.
Na tej točki se vrnimo k enačbi (2.20). Iz katere se lahko izpelje zvezo med matri-
kama D1/2ν UT in (−DN)1/2V T preko definicije matrike R [12]:
R(−DN)1/2V T ≡ D1/2ν UT . (2.21)
Definicijo te matrike vstavimo v enačbo (2.20). Iz te razberemo, da mora matrika R
zadoščati zahtevam RTR = In×n za n ∈ {1, 2, 3, ...} in D1/2ν RRTD1/2ν = Dν , kar se
prevede na RRT = I3×3 za n ≥ 3. Tako uvedena matrika R je dobro definirana le za
modele z n ∈ {1, 2, 3}: za n > 3 enačba (2.21) v skladu z razmislekom v podpoglavju
2.5 ne drži v splošnem, zato se v nadaljevanju omejimo na modele z n ∈ {1, 2, 3}.
V teh nam definicija (2.21) podaja zvezo med matrikama U in V ,
V = UQ. (2.22)
Pri tem smo z Q označili kompleksno 3× n matriko,
Q ≡ D1/2ν R(−DN)−1/2. (2.23)
Na tem mestu nam ostaneta še dva koraka. Najprej vstavimo izpeljano zvezo (2.22)
v enačbo UU † + V V † = I, ki je posledica unitarnosti prehodne matrike L:
I = U [I +QQ†]U † = U
√︁
I +QQ†
√︁
I +QQ†U †. (2.24)
Nato pa uvedemo 3 × 3 matriko A = U
√︁
I +QQ†, ki je po definiciji unitarna. Od
tod izluščimo iskani parametrizaciji matrik U in V :
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U = A
(︂√︁
I +QQ†
)︂−1
, (2.25)
V = A
(︂√︁
I +QQ†
)︂−1
Q. (2.26)
Na podoben način izpeljemo tudi parametrizaciji matrik X in Y , ki se glasita:
X = −B
(︂√︁
I +Q†Q
)︂−1
Q†, (2.27)
Y = B
(︂√︁
I +Q†Q
)︂−1
. (2.28)
Pri tem pa je B splošna unitarna n × n matrika. Ta ne nastopa v Lagrangeevi
funkciji obravnavanega modela, kar pomeni, da so elementi te matrike nemerljive
količine (lahko izberemo B = In×n). Na tej točki navedimo še parametrizaciji matrik
MD in MM , ki sledita neposredno iz zveze LMdiagLT =M :
MD =UDνX
T + V DNY
T , (2.29)
MM =XDνX
T + Y DNY
T . (2.30)
Izpeljane zveze v tem podpoglavju veljajo tudi v primeru kompleksnih matrik Dν
in DN , saj privzetek, da sta realni, ni bil uporabljen.
2.4 Limita težkih nevtrinov
Poglejmo si izpeljano parametrizacijo v režimu ||Q|| ≪ 1 z ||Dν || ≪ ||DN ||, kjer je
||Q|| =
√︁
Tr(QQ†) Frobeniusova norma matrike Q. V tem režimu se matrike U ,
V , X in Y poenostavijo: U ≈ A, V ≈ AQ, X ≈ −BQ† in Y ≈ B. Te približke
uporabimo v (2.29) in (2.30),
MD ≈− AD1/2ν R(−DN)1/2BT , (2.31)
MM ≈BDNBT . (2.32)
V teh dveh zvezah prepoznamo originalno parametrizacijo Casas-Ibara iz [12]. Iz
enačbe (2.32) razberemo, da unitarna matrika B diagonalizira masno matriko MM .
Če pa združimo obe zgornji enačbi, lahko definiramo efektivno masno matriko opa-
zljivih nevtrinov, ki se tedaj glasi:
M efektivnaν ≡ −MDM−1M MTD ≈ ADνAT . (2.33)
Ta se očitno diagonalizira preko unitarne matrike A. Zadnja zveza eksplicitno pri-
kazuje princip »gugalničnega« mehanizma, v katerem težki nevtrini NMk inducirajo
majhno maso nevtrinom νMj .
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2.5 Parametrizacija matrike R
Z izpeljano parametrizacijo lahko matrike MD, MM , U , V , X in Y zapišemo z
matrikami A, B, Dν , DN in R. Matriki Dν in DN se v komponentni obliki s
primerno izbrano prehodno matriko L izražata kot Dν = diag(mν1 ,mν2 ,mν3) in
DN = −diag(mN1 , ...,mNn), kjer so mνj in mNk pozitivne mase nevtrinov. Kompo-
nento obliko matrike R pa v nadaljevanju izpeljemo v modelih z n ∈ {1, 2, 3}.
V modelu n = 1 ima matrika Dν dve ničelni lastni vrednosti, zato jo lahko
zapišemo na dva načina: v primeru naravne hierarhije mν1 < mν2 < mν3 nevtrinov
νMj se jo zapiše kot Dν = diag(0, 0,mν3), v primeru invertirane mν3 < mν1 < mν2 pa
kot Dν = diag(0,mν2 , 0). Preprosteje je z matriko DN , ki je v tem modelu kar skalar,
DN = −mN . V primeru naravne hierarhije nevtrinov νMj se definicija matrike R iz
(2.21) izraža v komponentni obliki v modelu n = 1 na naslednji način:
R(−DN)1/2V T =D1/2ν UT , (2.34)⎡
⎢⎢⎢⎣
z1
z2
z3
⎤
⎥⎥⎥⎦m
1/2
N
[︂
∗ ∗ ∗
]︂
=
⎡
⎢⎢⎢⎣
0 0 0
0 0 0
0 0 m
1/2
ν3
⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
⎤
⎥⎥⎥⎦ . (2.35)
Pri tem smo matriko R zapisali kot stolpec R = [z1, z2, z3]T , z »∗« pa smo označili
elemente matrik U in V , ki so v splošnem različna kompleksna števila. Iz zgornje
enačbe razberemo, da sta z1 = z2 = 0 in z3 = ±1, saj vemo, da je RTR = 1. Od
tod sledi, da je matrika R oblike R = [0, 0,±1]T . V primeru invertirane hierarhije
nevtrinov νMj pa dobimo R = [0,±1, 0]T . Izbira predznaka matrike R ne vpliva na
rezultate izračunov v tem modelu. To se lahko preprosto preveri z enačbami (2.25),
(2.26) in (2.17). Na enak način se lahko obravnava modela n = 2 in n = 3. Pri tem
pa se izkaže, da je število parametrov matrike R enako:
par(R) =
⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0 : n = 1,
2 : n = 2,
6 : n = 3.
(2.36)
V modelih z n > 3 se po definiciji (2.21) matrike R izkaže, da mora ta zadoščati
zahtevama RRT = I3×3 in RTR = In×n. Prva zahteva se prevede na 12 med seboj
neodvisnih realnih enačb, ki povezujejo elemente matrike R. Druga zahteva pa nam
prinese n2+n med seboj neodvisnih realnih enačb. Enačbe iz prve in druge zahteve
so v splošnem odvisne med seboj. Na tej točki preštejmo število parametrov matrike
R. Število vseh realnih parametrov modela znaša par(MD) + par(MM) = n2 + 7n,
število parametrov matrik, ki nastopajo v parametrizaciji brez matrike R, pa je
par(Dν) + par(DN) + par(A) + par(B) = 3 + n+ 9 + n
2, torej za matriko R ostane
par(R) = 6(n − 2) prostih parametrov. Po drugi strani pa je splošna kompleksna
matrika R3×n določena s 6n parametri, ki jih povezuje najmanj maks(12, n2 + n) =
n2+n enačb v modelu z n ≥ 3. Od tod je število prostih realnih parametrov matrike
R v modelih z n > 3 enako 5n−n2, kar je manj od zahtevanega števila parametrov,
ki znaša 6(n−2). Od tod zaključimo, da je uvedba matrike R smiselna le za modele
z n ∈ {1, 2, 3}.
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V modelu n = 2 matriko R parametrizirata dva realna parametra. V primeru
naravne hierarhije (NH) je ena izmed možnih parametrizacij oblike
RNH =
⎡
⎢⎢⎢⎣
0 0
cos(ϕ+ iθ) ± sin(ϕ+ iθ)
− sin(ϕ+ iθ) ± cos(ϕ+ iθ)
⎤
⎥⎥⎥⎦ , (2.37)
kjer sta ϕ ∈ [0, 2π) in θ ∈ ℜ. Predznaka v zgornjem izrazu sta oba »+«, ali oba
»−«. Enako velja za spodnjo parametrizacijo matrike R, ki upošteva invertirano
hierarhijo (IH) nevtrinov νMj :
RIH =
⎡
⎢⎢⎢⎣
cos(ϕ+ iθ) ± sin(ϕ+ iθ)
− sin(ϕ+ iθ) ± cos(ϕ+ iθ)
0 0
⎤
⎥⎥⎥⎦ . (2.38)
V modelu n = 3 se matriko R v primeru naravne in invertirane hierarhije lahko
parametrizira na naslednji način:
R =
⎡
⎢⎢⎢⎣
c1 ±s1 0
−s1 ±c1 0
0 0 1
⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
c2 0 ±s2
0 1 0
−s2 0 ±c2
⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 c3 ±s3
0 −s3 ±c3
⎤
⎥⎥⎥⎦ . (2.39)
Tu smo na kratko označili cj = cos(ϕj + iθj) in sj = sin(ϕj + iθj), kjer sta ϕj ∈
[0, 2π) in θj ∈ ℜ za j ∈ {1, 2, 3}. Predznaka znotraj posamezne matrike v enačbi
(2.39) morata biti enaka, torej oba »+«, ali oba »−«. Slednja parametrizacija z
izključno pozitivnimi predznaki je uporabljena v vseh izračunih v 4. poglavju.
Povzetek števila parametrov matrik, ki nastopajo v izpeljani parametrizaciji pri-
kazuje tabela 2.1.
Tabela 2.1: Število parametrov matrik, ki nastopajo v izpeljani parametrizaciji v
okviru razširjenega SM z n dodatnimi desnoročnimi nevtrini.
n = 1 n = 2 n = 3
(Dν)3×3 1 2 3
(DN)n×n 1 2 3
R3×n 0 2 6
A3×3 5 8 9
Bn×n 1 4 9
Skupaj 8 18 30
V njej razberemo nenavadno število parametrov unitarne matrike A. Ta anomalija
je spet vezana na ničelne lastne vrednosti matrike Dν (podobno kot za matriko R).
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2.6 Leptonski del amplitude razpada B → νCνD(γ)
Amplitudo razpadov B → νmνm in B → νmνmγ se v okviru SM izračuna preko
efektivne Lagrangeeve funkcije [13, 14],
Lefektivni = JQµ
3∑︂
a=1
νaLγ
µνaL, (2.40)
ki opisuje osnovni proces bq → νν, kjer je q ∈ {s, d}. Funkcijo (2.40) sestavljata
kvarkovski del JQµ in leptonski del
∑︁3
a=1 νaLγ
µνaL. Slednjega lahko zapišemo z nev-
trini νMj in NMk preko zveze νaL =
∑︁3
j=1 UajPLν
M
j +
∑︁n
k=1 VakPLN
M
k , saj Lagran-
geeva funkcija Lefektivni iz (2.40) velja tudi v okviru razširjenega SM z n dodatnimi
desnoročnimi nevtrini. Od tod lahko leptonski del izvrednotimo s stanji
⟨︁
νMj , ν
M
j′
⃓⃓
,⟨︁
νMj , N
M
k
⃓⃓
in
⟨︁
NMk , N
M
k′
⃓⃓
z leve in s stanjem |0⟩ z desne. Tako dobimo pričakovane
vrednosti leptonskega dela, ki so prikazane v tabeli 2.2.
Tabela 2.2: Leptonski del
∑︁3
a=1 νaLγ
µνaL izvrednoten (v interakcijski sliki) z raz-
ličnimi končnimi stanji z dvema prostima nevtrinoma in z začetnim stanjem |0⟩ v
razširjenem SM z n dodatnimi desnoročnimi nevtrini.
⟨...| ⟨...|∑︁3a=1 νaLγµνaL |0⟩ e−i(k+p)x
⟨︁
νMj (k), ν
M
j′ (p)
⃓⃓
−(U †U)jj′ujγµPLvj′ + (U †U)∗jj′uj′γµPLvj⟨︁
νMj (k), N
M
k (p)
⃓⃓
+(U †V )jk ujγµPLvk + (U †V )∗jk ukγ
µPLvj
⟨︁
NMk (k), N
M
k′ (p)
⃓⃓
+(V †V )kk′ukγµPLvk′ − (V †V )∗kk′uk′γµPLvk
V izrazih iz tabele 2.2 nastopata bispinorja u in v, ki zadoščata naslednjima zvezama:
∑︂
s=1,2
us(p)⊗ us(p) = (/p+m), (2.41)
∑︂
s=1,2
vs(p)⊗ vs(p) = (/p−m). (2.42)
Pri tem je m masa pripadajočega nevtrina (oznaka vrste nevtrina pri bispinorjih je
izpuščena zaradi boljše preglednosti izrazov). Na tem mestu je vredno uvesti bolj
kompaktno notacijo in sicer
νC =
⎧
⎨
⎩
νMC : C ∈ {1, 2, 3},
NMC−3 : C ∈ {4, ..., 3 + n}.
(2.43)
Podobno velja za indeks D. Od tod lahko leptonski del zapišemo na krajši način:
JCD = ⟨νC(pC), νD(pD)|
3∑︂
a=1
νaLγ
µνaL |0⟩ e−i(pC+pD)x, (2.44)
JCD = UCD [uCγµPLvD]− Sgn U∗CD [uDγµPLvC ], (2.45)
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kjer je UCD matrični element matrike
U =
⎡
⎣−U
†U, U †V
−V †U, V †V
⎤
⎦ , (2.46)
in Sgn preslikava, definirana s predpisom
Sgn =
⎧
⎨
⎩
+1 : C,D ≤ 3 ali C,D ∈ {4, ..., 3 + n},
−1 : sicer.
(2.47)
Predznak leptonskega dela JCD iz (2.44) ne vpliva na rezultate izračunov zunaj
Diracovega modela, saj pri izvrednotenju opazljivk procesov z efektivno Lagrangeevo
funkcijo iz (2.40) nastopa JCD v vsoti
∑︁
spini JCDJ
∗
CD. V Diracovem modelu pa so
prisotni tudi interferenčni členi amplitud, zato v njem postane predznak leptonskega
dela relevanten.
Izraz za JCD iz enačbe (2.45) je sestavljen in dveh členov, ki ju shematsko pri-
kazuje slika 2.1.
Slika 2.1: Shematski prikaz vsote obeh členov, ki sestavljata leptonski del JCD iz
(2.45), preko Feynmanovih diagramov.
Relativni predznak med tema dvema členoma določa preslikava Sgn. Podrobnosti
o izpeljavi izrazov iz tabele 2.2, definiciji nevtrinskih stanj in načinu kvantizacije
Majoranovih polj so opisane v dodatku A.
Zaključimo poglavje z opazko, da so opazljivke procesov, ki ne vsebujejo nabitih
leptonov (v okviru obravnavanega reda v perturbacijski teoriji), neodvisne od ele-
mentov matrik OL, A in B, saj so edine matrike v nevtrinskem sektorju, ki lahko
nastopajo v amplitudi teh procesov U †U , V †V , U †V in V †U . Te pa so invariantne
na transformacijo
U → SU,
V → SV,
kjer je S poljubna 3× 3 unitarna matrika. Tako so matrike U †U , V †V , U †V in V †U
odvisne le od elementov matrike Q. Med procese, katerih amplituda ni odvisna
od matričnih elementov matrik U †OL, V †OL, O†LU in O
†
LV , sodita tudi razpada
B → νCνD in B → νCνDγ obravnavana v najnižjem redu po sklopitveni konstanti
šibke in elektromagnetne interakcije.
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Razpada B → νCνD in B → νCνDγ
3.1 Proizvodnja mezonov B
V tem poglavju obravnavamo razpada B → νCνD in B → νCνDγ v razširjenem SM,
vendar navedene enačbe in nekatere trditve veljajo za širšo množico razpadov, in
sicer za razpade mezona P ∈ {K0, D0, Bs, Bd} v dva nevtrina in morebiten foton.
Mezon P je električno nevtralen delec s spinom S = 0, vendar ni tudi okusno
nevtralen, kar pomeni, da ni enak svojemu antidelcu. Zaradi teh lastnosti se mezon
P od njegovega nastanka pa do njegovega razpada meša s svojim antidelcem P . Ta
pojav je znan pod imenom oscilacije nevtralnih mezonov. Lastni stanji oscilacij PL
in PS sta linearni superpoziciji lastnih stanj okusa P in P . Pri razpadu pa mezon
PL razpade kot P ali kot P , ker pa niso vsi razpadni kanali mezona P tudi razpadni
kanali mezona P , se v določenih primerih lahko razloči v katerem stanju okusa je
razpadel PL. Enako velja za PS, ki se od PL razlikuje med drugim po krajšem
karakterističnem razpadnem času (podrobnosti v referencah [15, 16]).
Izmed razpadov mezonov P (P ) so eksperimentalno zanimivi razpadi mezonov
Bs(Bs) in Bd(Bd) iz dveh razlogov.
Prvič, mezone Bd(Bd) oziroma natančneje lastna stanja oscilacij Bd ↔ Bd
lahko proizvedemo s trkom elektrona in pozitrona preko procesa e+e− → Υ(4S) →
BdBd (lažji delci). Pri tem resonanca Υ razpade na par mezonov BdBd, ki se kohe-
rentno mešata oziroma oscilirata tako, da ohranjata nasproten okus. V trenutku, ko
eden izmed njiju razpade, je njegov okus dobro določen (recimo Bd), okus drugega
pa je ravno nasproten (Bd). Preostali mezon začne spet oscilirati, dokler ne razpade
v eno izmed okusnih stanj Bd ali Bd. Masa resonance Υ(4S) je ravno rahlo večja od
2MBd , kar pomeni, da je energija lažjih delcev, ki nastanejo skupaj s parom BdBd,
majhna. To omogoča lažjo rekonstrukcijo razpadlih mezonov Bd in Bd. Za mezone
Bs in Bs velja podobno, le da se uporablja resonanco Υ(5S).
Drugič: z merjenjem parametrov oscilacij Bs ↔ Bs in Bd ↔ Bd ter pogostostjo
razpadnih kanalov mezonov Bs, Bs, Bd in Bd lahko določimo matrična elementa Vub
in Vcb matrike CKM (Cabibbo–Kobayashi–Maskawa) ter številne druge parametre,
katerih vrednosti lahko nakazujejo fiziko zunaj SM [16]. Ta dva razloga sta bila poleg
drugih ključna za izgradnjo številnih tovarn mezonov B, med katerimi sta pretekla
eksperimenta Belle in BaBar ter obratujoči eksperiment Belle II.
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3.2 Neopazljivi razpadni produkti
Med razpadi mezonov B(B) so za eksperiment Belle II zanimivi tudi taki, katerih
končni produkti so delno ali popolnoma neopazljivi detektorju. Med neopazljive
razpadne produkte v okviru razširjenega SM sodijo nevtrini νMj , »dovolj stabilni«
nevtrini NMk , nizkoenergijski fotoni γ ter drugi »dovolj stabilni« električno nevtralni
delci. Nevtrini νMj zelo šibko interagirajo s snovjo in zato praktično vedno zbežijo
zunaj detektorja brez sledu. Nevtrini NMk ravno tako šibko interagirajo s snovjo,
vendar pa niso nujno stabilni, saj v splošnem lahko razpadejo na lažje delce. Raz-
vejitvena razmerja teh razpadov obravnava članek [3] v razširjenem SM z n = 1. Ta
navaja tudi funkcijo razpadnega časa τN nevtrina NM v odvisnosti od mase mN in
matričnih elementov matrik nevtrinskega sektorja razširjenega SM. Ob znani hitrosti
vN in točki nastanka nevtrina N se preko razpadnega časa τN in geometrije detek-
torja lahko izračuna verjetnost, da nevtrino NM zbeži iz detektorja preden razpade.
V primeru, da razpade, preden zbeži, se nekatere razpadne produkte lahko zazna.
Preko njih pa je mogoče rekonstruirati razpadno točko nevtrina, ki se lahko precej
razlikuje od razpadne točke mezona B. Naslednji detektorju neopazljivi produkti so
nizkoenergijski fotoni. Energija posameznega nizkoenergijskega fotona Eγ je dovolj
majhna, da sega v območje energij, za katero detektor fotonov oziroma elektroma-
gnetni kalorimeter (EMK) ni več občutljiv. To območje določa mejna energija E0.
Za EMK detektorja Belle II v času pisanja tega besedila vrednost za E0 ni znana.
Glede na članka [17] in [18] pa ocenjujemo, da bo E0 velikosti od 20MeV do 50MeV.
Za Eγ < E0 se iz podatkov EMK ne more z dovolj visokim zaupanjem trditi, da je
bil zaznan foton z energijo Eγ. V takem primeru se signal fotona prišteje k ozadju.
Poleg stabilnih nevtrinov in nizkoenergijskih fotonov so detektorju neopazljivi tudi
drugi stabilni električno nevtralni delci, ki pa zbežijo v smeri, ki ni pokrita z detek-
torji. Električno nabiti delci lahko seveda tudi zbežijo v teh smereh, vendar pa je
njihova sled (trajektorija) opazljiva.
3.3 Iskanje razpadov B → nevidni
Zamislimo si scenarij, v katerem se pri trku elektrona in pozitrona tvori par BB
po že opisanem procesu. Privzemimo, da eden izmed mezonov razpade po enem
izmed razpadov, preko katerega se projekcijo tega mezona v okusnem stanju lahko
rekonstruira (za eksperiment Belle II glej ustrezne reference v [16]). Od tod, če
se iz vseh zaznanih razpadnih produktov uspe rekonstruirati natanko en mezon
B ali B, sklepamo, da je drugi razpadel v neopazljive delce B(B) → (nevidni),
kar pomeni, da je okus slednjega neznan. Zaradi oscilacij pa je poznavanje okusa
rekonstruiranega mezona B ali B neuporabno za določanje okusa drugega. V praksi
je pri rekonstrukciji enega mezona B ali B gibalna količina drugega znana. Smer
in velikost slednje pa vpliva na verjetnost, da drugi mezon razpade v neopazljive
končne produkte. Primer: pri razpadu B → γγ se v mirovnem sistemu mezona B
fotona gibljeta v nasprotnih smereh. V laboratorijskem sistemu pa ni tako, saj v
njem mezon B ne miruje. Verjetnost, da fotona zbežita v smereh, kjer se detektorji
ne nahajajo, je tesno odvisna od kota med fotonoma v laboratorijskem sistemu
in s tem od gibalne količine mezona. S tem argumentom se načeloma lahko meri
porazdelitev razvejitvenega razmerja razpadov B(B) → (nevidni) v odvisnosti od
gibalne količine mezona B(B).
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Trenutna eksperimentalna zgornja meja razpada Bd(Bd) → (nevidni) znaša
Brnevidnieksp. = 2.4× 10−5, (3.1)
za razpad Bd(Bd) → γ (nevidni) z natanko enim opazljivim fotonom pa
Bropazljivieksp. = 1.7× 10−5. (3.2)
Obe vrednosti navaja kolaboracija BaBar s stopnjo zaupanja 90% [19]. Zgornjo mejo
za Brnevidni je določila tudi kolaboracija Belle, vendar je ta nekoliko šibkejša [20].
Iskanje razpadov Bs(Bs) → (nevidni) in BsBs → γ (nevidni) še ni potekalo. Glavni
razlog je v premajhnem številu nabranih podatkov z resonanco Υ(5s) v primerjavi
z nabranimi podatki z resonanco Υ(4s) [16].
Iskanje razpadov mezona B(B) z neopazljivimi končnimi produkti lahko pripelje
do odkritja nove fizike, če se napovedi opazljivk razpada B(B) → (nevidni) v raz-
širjenem SM ne ujemajo z izmerjenimi vrednostmi. Od tod iskanje nove fizike na
tak način zahteva iz teoretičnega vidika poznavanje odvisnosti razvejitvenih razmerij
verjetnejših razpadov mezona B(B) z neopazljivimi končnimi produkti.
V ta namen v nadaljevanju magistrskega dela obravnavamo najverjetnejše raz-
pade B(B) → (nevidni) v primeru, ko detektor pokriva celotni prostorski kot glede
na točko razpada mezona B(B). V podpoglavju 4.5 pa upoštevamo še predpo-
stavko, da nevtrini NMk , ki nastanejo preko teh procesov, praktično vedno zbežijo iz
detektorja brez sledu.
3.4 Lastnosti razpadov B → nevidni
S privzetkom iz prejšnjega podpoglavja sledi, da so neopazljivi razpadni produkti
mezona B(B) le nizkoenergijski fotoni in (dovolj) stabilni nevtrini, torej obravna-
vamo razpadne načine B(B) → νν, B(B) → ννγ, B(B) → ννγγ, B(B) → νννν,...
Vrednosti opazljivk slednjih so enake, če razpade mezon B ali B, zato v nadalje-
vanju izvedemo vse izračune le za mezon B. Fotona pri razpadu B → γγ nista
nizkoenergijska, zato tega procesa ne obravnavamo.
3.4.1 B → νν
Razpad B → νCνD je kinematsko dovoljen, če je mB > mC + mD. Slednji pogoj
ni nujno izpolnjen v primeru enega ali dveh nevtrinov NMk v končnem stanju. V
okviru SM je razpad prepovedan, ker se projekcija vrtilne količine ne ohranja, namreč
v koordinatnem sistemu, v katerem mezon B pred razpadom miruje, se nastala
nevtrina gibljeta v nasprotnih smereh. Ker pa so v SM nevtrini brezmasni levoročni
delci, sledi, da je ν levosučen in ν desnosučen. Od tod je projekcija vrtilne količine
v smeri gibanja antinevtrina enaka L = 1, medtem ko je spin razpadlega mezona
enak S = 0 (to se lažje razbere na sliki 3.1).
Drugače je v modelih z masivnimi nevtrini, saj v teh posamezni levoročni nevtrino
vsebuje tudi majhen delež desnosučne komponente, zato obstaja majhna verjetnost,
da imata nevtrina v končnem stanju projekcijo vrtilne količine enako nič, L = 0 –
takim razpadom pravimo, da so sučno zastrti. Iz tega razloga je razpad B → νν v
okviru razširjenega SM izjemno redek, v okviru SM pa prepovedan.
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Slika 3.1: Shematski prikaz prepovedanega razpada B → νν v okviru SM. Bele
puščice nakazujejo smer projekcije spina, črne pa smer gibanja.
3.4.2 B → ννγ
Poleg dveh nevtrinov lahko pri razpadu mezona B nastanejo še številni fotoni. Priso-
tnost teh odpravi sučno zastrtost, kar pomeni, da so razpadi tipa B → νν{γ, γγ, ...}
dovoljeni v SM.
Poglejmo si najprej razpad B → ννγ. Ta je glede na B → νν zastrt za faktor
αEM = 1/137 zaradi prisotnosti dodatnega fotona, vendar ravno ta odpravi sučno
zastrtost in zato drastično poveča razvejitveno razmerje razpada B → ννγ. Kaj pa
če imamo dva ali več dodatnih fotonov? Vsak nadaljnji foton zmanjša razvejitveno
razmerje za približno faktor αEM. Od tod je gleda na velikosti razvejitvenih razmerij
posameznih razpadov B → νν{γ, γγ, ...} v prvem približku smiselno obravnavati le
razpad B → ννγ. Razvejitveni razmerji slednjega sta v [9] ocenjeni na
Br(Bs → ννγ) = 3.68× 10−8, (3.3)
Br(Bd → ννγ) = 1.96× 10−9. (3.4)
Za razpad B → νν pa ta isti članek navaja oceni
Br(Bs → νν) ≃ 3.07× 10−24, (3.5)
Br(Bd → νν) ≃ 1.24× 10−25. (3.6)
Glede na vrednosti iz (3.5) in (3.6) izgleda, da lahko prispevka razpadov Bs → νν
in Bd → νν k pogostosti razpadov Bs → (nevidni) in Bd → (nevidni) zanemarimo,
vendar se v nadaljevanju izkaže, da sta lahko oba v določenih primerih precej bolj
verjetna (10−6 za Bs → νν in 10−8 za Bd → νν).
3.4.3 B → νννν
Komentiramo še razpad B → νννν, ki očitno ni sučno zastrt. Teoretični razvejitveni
razmerji slednjega znašata [21]
Br(Bs → νννν) = (5.48± 0.89)× 10−15, (3.7)
Br(Bd → νννν) = (1.51± 0.28)× 10−16. (3.8)
Obe vrednosti sta 9 velikostnih redov večji v primerjavi z Br(Bs → νν) in Br(Bd →
νν) iz (3.5) in (3.6) ter 7 redov manjši v primerjavi z Br(Bs → ννγ) in Br(Bd → ννγ)
iz (3.3) in (3.4).
V določenih scenarijih v okviru razširjenega SM razpad B → νν ni sučno zastrt,
zato se mu razvejitveno razmerje drastično poveča v primerjavi z vrednostjo v okviru
Diracovega modela. Pri razpadu B → νννν pa tega mehanizma ni, saj v osnovi ni
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sučno zastrt, zato ne pričakujemo, da se razvejitveno razmerje slednjega v razširje-
nem SM lahko na kakršnem koli način poveča. S tem argumentom je pri obravnavi
razpadov B → nevidni v prvem približku smiselno zanemariti prispevek razpada
B → νννν in s tem tudi prispevke razpadov B → ννννX, kjer so X nevtrini ali
fotoni. Od tod ostaneta le razpada B → νν in B → ννγ.
3.4.4 Razvejitveni razmerji za B → νν(γ) in B → ννγ
Razvejitveno razmerje Brnevidni razpadov mezona B v neopazljive končne produkte
je glede na prejšnje podpoglavje v zelo dobrem približku enako izrazu
Brnevidni ≈ Br(B → νν(γ)) ≡
3+n∑
C,D=1
{
Br(B → νCνD) + Br(B → νCνDγ)
∣∣∣
Eγ<E0
}
.
(3.9)
Razvejitveno razmerje Br(B → γ nevidni) z opazljivim fotonom pa je
Br(B → γ nevidni) ≈ Br(B → ννγ)opazljivi ≡
3+n∑
C,D=1
Br(B → νCνDγ)
∣∣∣
Eγ>E0
. (3.10)
Oba izraza (3.9) in (3.10) veljata v scenariju, kjer detektor pokriva celotni prostorski
kot glede na točko razpada mezona B in nastali nevtrini NMk praktično vedno zbežijo
iz detektorja brez sledu.
3.5 Razpad B → νCνD
Razpad B → νCνD se obravnava preko efektivne Lagrangeeve funkcije za osnovni
proces qb → νCνD, kjer je q ∈ {d, s}. Ta pa v najnižjem redu po sklopitvenih
konstantah poteka preko dveh vrst Feynmanovih diagramov [13], ki ju prikazuje
slika 3.2. Prvi vsebujejo izmenjavo bozona Z, drugi pa so tako imenovani škatlasti
diagrami, kjer se izmenjata bozon W in nabiti Goldstonov bozon φ.
Slika 3.2: Feynmanovi diagrami osnovnega procesa sb → νCνD oziroma db → νCνD
v najnižjem redu po sklopitveni konstanti šibke interakcije. Pri tem sta W in Z
posrednika šibke interakcije, φ pa je nabiti Goldstonov bozon.
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Efektivna Lagrangeeva funkcija Lefektivni za proces qb→ νCνD se glasi [13, 14]:
Lefektivni =
4GFαEM
2
√
2π sin2 θW
V ∗tqVtbX(xt)
[︁
bγµPLq
]︁ 3+n∑︂
C,D=1
JµCD. (3.11)
V njej nastopajo Fermijeva konstanta GF , konstanta fine strukture αEM, Weinbergov
kot θW , matrični element V ∗tq prehoda kvarka q ∈ {d, s} v kvark t in matrični element
Vtb prehoda kvarka t v kvark b. Z X(xt) smo označili funkcijo Inami-Lim, ki je prvem
približku podana z enačbo
X(xt) ≈ X0(xt) =
xt
8
[︃
xt + 2
xt − 1
+
3(xt − 2)
(xt − 1)2
lnxt
]︃
, (3.12)
kjer je xt razmerje kvadratov mas kvarka t in bozona W oziroma xt = m2t/M2W . Fun-
kcija X0(xt) upošteva prispevke izmenjave kvarka t v notranjih linijah diagramov s
slike 3.2. Izmenjava drugih kvarkov in leptonov je zastrta [13, 14]. Boljši približek
funkcije Inami-Lim dobimo, če upoštevamo perturbativne popravke kvantne kromo-
dinamike (ang. quantum chromodynamics (QCD)). Te popravke se lahko izračuna
s primerno izbrano renormalizacijsko shemo. Člene v Lagrangeevi funkciji, ki vse-
bujejo posrednike močne interakcije, renormaliziramo s tako imenovano shemo MS
(ang. modified minimal subtraction scheme). Vse ostale člene pa renormaliziramo na
lupini. V okviru sheme MS se sklopitvena konstanta močne interakcije αs in mase
kvarkov v notranjih linijah Feynmanovih diagramov spreminjajo z energijsko skalo
µ, ki jo definira izbrana renormalizacijska shema. Napovedi modela so neodvisne od
izbire vrednosti skale µ, vendar, ker se v praksi upošteva le dominantne prispevke k
vrednosti opazljivk, postanejo te odvisne od µ. Za dovolj visoko vrednost energij-
ske skale µ je sklopitvena konstanta močne interakcije majhna, αs(µ) ≪ 1. Slednje
omogoča uporabo perturbacijske teorije, vendar se s tem ne da v celoti izogniti ne-
perturbativnosti močne interakcije. V naslednjem redu po sklopitveni konstanti αs
se funkcija Inami-Lim zapiše kot [14]
X(xt, xµ) = X0(xt) +
αs(µ)
4π
X1(xt, xµ), (3.13)
kjer je xµ = µ2/M2W , funkcija X1(xt, xµ) pa je podana v [14, 22].
Izraz (3.13) za funkcijo Inami-Lim smo uporabili pri vseh izračunih, ki sledijo
v nadaljevanju magistrskega dela. Od tod so vsi navedeni rezultati izračunani v
redu O(αs). Prispevke k rezultatom, ki so vsebovali člene višjega reda po αs, smo
konsistentno zanemarili.
Za vrednost energijske skale smo izbrali µ =MZ , kjer je MZ = 91.2GeV. Ostali
vhodni podatki pa so MBs = 5.37GeV, MBd = 5.28GeV, MW = 80.4GeV, Vtb =
1.00, Vts = 0.0403, Vtd = 0.00875,
sin2 (θW ) = 1−
M2W
M2Z
, (3.14)
αs(MZ) = 0.118, αEM = 1/137 [15] in mt(MZ) = 172GeV [23].
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Z znano efektivno Lagrangeevo funkcijo se amplituda razpada B → νCνD glasi
A(B → νCνD) =
4GFαEM
2
√
2π sin2 θW
V ∗tqVtbX(xt) ⟨0| bγµPLq |B(p)⟩ JµCD. (3.15)
Ta vsebuje pričakovano vrednost ⟨0| b̄γµPLq |B(p)⟩, ki se jo izvrednoti z neperturba-
tivnimi metodami bodisi v okviru LQCD (QCD na mreži) bodisi v okviru kakšnega
efektivnega modela QCD. V ta namen razdelimo pričakovano vrednost na prepro-
stejša objekta, ki ju parametriziramo na standardni način [9],
⟨0| b̄γµq |B⟩ = 0, (3.16)
⟨0| b̄γµγ5q |B⟩ = ifB pµ. (3.17)
Prvi izraz je ničeln, v drugem pa nastopa oblikovni faktor fB, znan pod imenom
razpadna konstanta mezona B. Ta je določena na več različnih načinov [24, 25, 26,
27]. Njeno vrednost si izposodimo iz najnovejšega izmed naštetih člankov [24], ki za
fBs in fBd navaja vrednosti fBs = 224MeV in fBd = 186MeV.
Konstante v amplitudi (3.15) se v nadaljevanju večkrat pojavijo, zato jih zdru-
žimo v konstanto C:
C =
GFαEM
2
√
2π sin2 θW
V ∗tqVtbX(xt). (3.18)
Na tej točki se preselimo v težiščni sistem mezona B, kjer ta miruje. Označimo
gibalni količini nevtrinov s pC = (EC ,pC) in pD = (ED,pD) ter gibalno količino
mezona B s p = (MB, 0, 0, 0). V tem koordinatnem sistemu se razpadna širina
razpada B → νν izračuna po standardni formuli
dΓ(B → νCνD) =
|A(B → νCνD)|2
2MB
dQ, (3.19)
kjer je dQ diferencial faznega prostora za dva delca v končnem stanju,
dQ =
1
16π2
1
MB − EC
√︂
E2C −m2C δ(MB − EC − ED) dECdΩ. (3.20)
Zgornji izraz lahko integriramo po EC in po prostorskem kotu, saj vrednost |A|2 ni
odvisna od EC , ker je energija končnih delcev enolično določena, niti ni odvisna od
kota med smerjo gibanja obeh nevtrinov, ker je ta fiksen. Drugih značilnih kotov pa
nimamo, saj ima mezon B spin S = 0. Od tod je končni izraz za Q enak
Q =
1
4πMB
√︄(︃
M2B +m
2
C −m2D
2MB
)︃2
−m2C ×
⎧
⎨
⎩
1 : Dirac,
1
2
: Majorana.
(3.21)
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V izrazu (3.21) se v primeru Majoranovih nevtrinov pojavi faktor 1/2, ki je posledica
nerazločevanja nevtrina od antinevtrina (razloženo v dodatku A).
Na tej točki združimo vse sestavine in končno zapišimo izraz za razpadno širino
razpada B → νCνD, ki se glasi
Γ(B → νCνD) = 16|C|2f 2B
{
1
2
|UCD|2
[
M2B (m
2
C +m
2
D)− (m2C −m2D)2
]
+
+ SgnmCmDM
2
B Re
(U2CD)
}
Q
2MB
.
(3.22)
Ta formula velja, kot smo že omenili, tudi v primeru razpada B → νCνD. Razveji-
tveno razmerje za B → νCνD je potem
Br(B → νCνD) = Γ(B → νCνD)
ΓB
, (3.23)
kjer je ΓB vsota razpadnih širin vseh dovoljenih razpadov mezona B. Vrednost te
količine dobimo iz povprečnega življenjskega časa (ang. mean lifetime) mezona B,
ΓB =
1
τB
. (3.24)
Njuni vrednosti znašata τBs = 1.51 ps in τBd = 1.52 ps [15].
V izrazu (3.22) za razpadno širino razpada B → νCνD je razvidno, da je v sce-
nariju degeneriranih mas nevtrinov mC = mD = m z m  MB/2 ta razpad sučno
zastrt za faktor m2/M2B. Pri tem se lahko še enkrat prepričamo, da je v primeru
brezmasnih nevtrinov razpad prepovedan. Za druge scenarije pa je odvisnost razve-
jitvenega razmerja od mas nevtrinov prikazana na grafu 3.3.
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
mNk/MBs
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
m
N
k
′/
M
B
s
Br(Bs → NMk NMk′ )/(V †V )2kk′
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.4
3.5
×1
0−
6
Slika 3.3: Razvejitveno razmerje razpada Bs → NMk NMk′ v odvisnosti od mas nevtri-
nov mNk in mNk′ . Privzeli smo, da je nastopajoči matrični element (V
†V )kk′ realen.
V območju mNk +mNk′ ≥ MBs pa je razpad kinematsko prepovedan.
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Z grafa 3.3 razberemo največjo vrednost razvejitvenega razmerja razpada Bs →
NMk N
M
k′ , ki znaša
Br(Bs → NMk NMk′ ) ≈ 3.5× 10−6 (V †V )2kk′ , (3.25)
v scenarijumNk = mNk′ ≈ 2.2GeV ob predpostavki, da je matrični element (V †V )kk′
realen. V tem istem scenariju zavzame največjo vrednost tudi razvejitveno razmerje
razpada Bd → NMk NMk′ , saj sta masi obeh mezonov podobni, MBs/MBd ≈ 1.0.
Vrednost tega pa je
Br(Bd → NMk NMk′ ) ≈ 1.1× 10−7 (V †V )2kk′ . (3.26)
Izraz za razpadno širino (3.22) je uporaben tudi za druge razpade P → νCνD
in P → νCνD, kjer je P okusni nevtralni mezon v osnovnem stanju. Pri tem pa je
treba ustrezno nadomestiti maso mezona, matrične elemente matrike CKM, razpa-
dno konstanto in funkcijo Inami-Lim. Od tod sledi, da se razvejitvena razmerja teh
razpadov obnašajo kvalitativno podobno.
3.6 Razpad B → νCνDγ
Na enak način, kot smo obravnavali razpad B → νCνD, obravnavamo še radiativni
razpadB → νCνDγ. Feynmanovi diagrami v najnižjem redu po sklopitveni konstanti
šibke interakcije so enaki kot v primeru razpada B → νCνD, le da imamo še en foton
v končnem stanju, ki izhaja bodisi iz kvarkovskega dela diagramov bodisi iz propa-
gatorjev bozona W ali nabitega Goldstonovega bozona ϕ. Emisija fotona iz propa-
gatorjev W in ϕ je zastrta [28], zato je relevantna le emisija fotona iz kvarkovskega
dela. Od tod zaključimo, da za preučevanje radiativnega razpada B → νCνDγ lahko
uporabimo kar efektivno Lagrangeevo funkcijo iz enačbe (3.11) s funkcijo Inami-Lim
navedeno v enačbi (3.13). Spremembe pa se pojavijo pri amplitudi
A(B → νCνDγ) = 4C ⟨γ(k)| b̄γµPLq |B(p)⟩ JµCD, (3.27)
v kateri tokrat nastopa drugačna pričakovana vrednost. Slednjo razdelimo na vek-
torski (V) in aksialni (A) del, ki ju parametriziramo na standardni način [9, 29],
⟨γ(k)|b̄γµq|B(k + q)⟩ = eϵµνρσϵ∗νqρkσ
FBV (q
2)
MB
, (3.28)
⟨γ(k)|b̄γµγ5q|B(k + q)⟩ = −ie
[︁
ϵ∗µ(kq)− (ϵ∗q)kµ
]︁ FBA (q2)
MB
, (3.29)
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kjer so εμνρσ tenzor Levi-Civita, e2 = 4παEM kvadrat osnovnega naboja, εμ = εμ(k)
polarizacijski vektor fotona s četvercem gibalne količine k in p četverec gibalne ko-
ličine mezona B. Pri tem je še q = p − k oziroma q = pC + pD. Poleg teh ko-
ličin nastopata tudi dva oblikovna faktorja FBV in FBA , ki sta funkciji argumenta
q2 = M2B − 2MBEγ. Za opis njunih odvisnosti je v nadaljevanju privzeta interpoli-
rana formula [29],
FBX (q
2) =
F (0)
(1− q2/M2R) [1− σ1 (q2/M2R) + σ2 (q2/M2R)2]
, (3.30)
v kateri so vrednosti konstant za X ∈ {A, V } podane v tabeli 3.1.
Tabela 3.1: Parametri interpolirane formule (3.30) iz [29] za oblikovna faktorja FBV
in FBA , ki nastopata v pričakovanih vrednostih (3.28) in (3.29).
F (0) σ1 σ2 MR [GeV]
FBsA 0.069 −0.031 0.384 5.829
FBsV 0.111 0.144 0.722 5.415
FBdA 0.072 0.002 0.400 5.726
FBdV 0.110 0.058 0.489 5.325
Enačba (3.30) je dober približek rezultatom numeričnega izračuna na območju 0 <
q2 < 25 (GeV)2. Negotovost interpolirane formule (3.30) zaenkrat ni znana, se pa v
[29] ocenjuje, da je velikosti 10% na območju 0 < q2 < 15 (GeV)2 in približno 20%
na območju q2 > 15 (GeV)2, kot prikazuje graf 3.4.
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Slika 3.4: Oblikovna faktorja FBsA (q
2) in FBsV (q
2) mezona Bs, parametrizirana po
enačbi (3.30) iz članka [29], v odvisnosti od q2. Prikazana je tudi njuna predvidena
napaka, ki za oba znaša približno 20% v območju q2 > 15 (GeV)2 in 10% v območju
0 < q2 < 15 (GeV)2.
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Vrnimo se k amplitudi razpada B → νCνDγ iz enačbe (3.27). Ta je sestavljena
iz leptonskega dela in iz kvarkovskega dela. Slednjega lahko strnemo v četverec Bµ,
Bµ = ϵµνρσϵ
∗νqρkσFBV (q
2) + i
[︁
ϵ∗µ(kq)− (ϵ∗q)kµ
]︁
FBA (q
2). (3.31)
V tej notaciji ima amplituda naslednjo obliko:
A(B → νCνDγ) = 2C
√
4παEM
MB
BµJ
µ
CD. (3.32)
Na tem mestu moramo še povprečiti |A|2 po spinih nevtrinov in polarizaciji fotona.
Navedimo vmesna rezultata,
∑︂
polarizacije
BµB
∗
µ′ =− ϵµνρσϵµ′ν′ρ′σ′gνν
′
qρqρ
′
kσkσ
′
FBV
2
+
+
{︁
−gµµ′(kq)2 + (kq)[qµkµ′ + qµ′kµ]− q2kµkµ′
}︁
FBA
2
+
+ 2iϵµµ′ρσq
ρkσ(kq) FBV F
B
A ,
(3.33)
∑︂
spini
JµCDJ
µ′∗
CD =4 |UCD|2
[︂
pµCp
µ′
D + p
µ
Dp
µ′
C − gµµ
′
(pC pD)
]︂
+ 4SgnmCmDg
µµ′Re
(︁
U2CD
)︁
,
(3.34)
s katerima dobimo končni izraz za povprečni kvadrat absolutne vrednosti amplitude
razpada B → νCνDγ, ki znaša
|A|2 =128 |C|2αEMπ
[︂
FBA
2
+ FBV
2
]︂{︄
− SgnmCmDE2γ Re
(︁
U2CD
)︁
+
+ |UCD|2
[︃
(k · pC)2 − Eγ(2EC + Eγ)(k · pC) + E2γECMB
]︃}︄
.
(3.35)
V izrazu (3.35) spet srečamo funkciji UCD in Sgn, ki sta definirani v enačbah (2.46)
in (2.47). Nadaljujemo z izračunom razpadne širine preko znane formule
dΓ(B → νCνDγ) =
|A(B → νCνDγ)|2
2MB
dQ, (3.36)
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v kateri je tokrat dQ diferencial faznega prostora za primer treh delcev v končnem
stanju
dQ =
1
(4π)4
θ(MB − EC − Eγ) θ(EC − ECmin)×
× θ(ECmaks − EC) dECdEγdΩ.
(3.37)
V izrazu (3.37) je že upoštevan faktor 1/2, ki je posledica dveh Majoranovih nev-
trinov v končnem stanju. Pri tem je še dΩ diferencial prostorskega kota, v katerega
odleti foton, in θ Heavisidova funkcija s standardno definicijo
θ(x− y) =
⎧
⎨
⎩
1 : x > y,
0 : x ≤ y.
(3.38)
Heavisidove funkcije v izrazu (3.37) določajo kinematsko razpoložljivo območje raz-
pada B → νCνDγ v prostoru s koordinatama (EC , Eγ). To območje je omejeno z
dvema krivuljama: prva krivulja ECmin(Eγ) določa najmanjšo možno energijo nev-
trina νC pri izbrani energiji fotona Eγ, druga krivulja ECmaks(Eγ) pa določa največjo
energijo nevtrina νC pri izbrani energiji fotona Eγ. Obliki obeh krivulj sledita iz ki-
nematike razpada B → νCνDγ in sta zajeti v funkciji
EC
maks
min =
MB − Eγ
2
f ± 1
2
Eγ
√︄
f 2 − 4m
2
C
M2B − 2MBEγ
. (3.39)
Pri tem smo s f označili
f = 1 +
m2C −m2D
M2B − 2MBEγ
. (3.40)
Ta faktor upošteva morebitno asimetrijo mas končnih nevtrinov. V primeru enakih
nevtrinov ali nevtrinov z enako maso je f = 1.
Nekaj primerov območij v prostoru (EC , Eγ), ki so omejeni s krivuljama iz (3.39),
prikazujejo grafi s slike 3.5.
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Slika 3.5: Kinematsko razpoložljiva območja v prostoru s koordinatama (Ec, Eγ)
za razpad B → νCνDγ za štiri različne izbire mas nevtrinov mC in mD. Posame-
zno območje je omejeno s funkcijama ECmaks in ECmin iz enačbe (3.39). Energija
preostalega nevtrina νD pa znaša ED = MB − EC − Eγ.
Na tej točki združimo vse sestavine in končno dobimo izraz za diferencialno razpadno
širino razpada B → νCνDγ, ki znaša
∂3Γ
∂Eγ∂EC∂Ω
=
|C|2αEM
4π3MB
[
FBA
2
+ FBV
2
]{
− SgnmCmDE2γ Re
(U2CD)+
+ |UCD|2
[
(k · pC)2 − Eγ(2EC + Eγ)(k · pC) + E2γECMB
]}
×
× θ(MB − EC − Eγ) θ(EC − ECmin) θ(ECmaks − EC).
(3.41)
Pri tem je produkt k · pC enak
k · pC = 1
2
(−M2 −m2C +m2D + 2MEγ + 2MEc) . (3.42)
Izraz (3.41) se lahko uporabi tudi za preučevanje drugih razpadov P → νCνDγ in
P → νCνDγ, kjer je P okusni nevtralni mezon v osnovnem stanju. Pri tem je treba
ustrezno nadomestiti funkcijo Inami-Lim, ki nastopa v C, maso mezona, matrične
elemente matrike CKM in izraza oblikovnih faktorjev FA in FV . S to opazko lahko
zaključimo, da so si odvisnosti razpadne širine od parametrov modela za te razpade
kvalitativno podobne.
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Na tej točki upoštevamo predpostavko, da detektor pokriva celotni prostorski
kot glede na točko razpada mezona B. Dodatno za razpad B → ννγ z opazljivim
(Eγ > E0 ) ali neopazljivim (Eγ < E0 ) fotonom predpostavimo, da so relativistični
efekti na energijo slednjega zaradi nemirovanja mezona B v laboratorijskem sistemu
zanemarljivi.
V okviru privzetih predpostavk je razvejitveno razmerje nevidnega razpada B →
νCνDγ z neopazljivim fotonom (nevtrina sta lahko opazljiva) dano z enačbo
Br(B → νCνDγ)nevidni = 1
ΓB
∫ E0
0
dΓ(B → νCνDγ)
dEγ
dEγ, (3.43)
medtem ko je razvejitveno razmerje opazljivega razpada B → νCνDγ (foton je opa-
zljiv, nevtrina pa včasih) določeno preko formule
Br(B → νCνDγ)opazljivi = 1
ΓB
∫ MB/2
E0
dΓ(B → νCνDγ)
dEγ
dEγ. (3.44)
Odvisnosti spektra razpada Bs → NMk NMk′ γ in razvejitvenega razmerja nevidnega
razpada Bs → NMk NMk′ γ prikazuje slika 3.6.
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Slika 3.6: Levi graf prikazuje spekter razpada Bs → NMk NMk′ γ glede na energijo
fotona Eγ, desni graf pa razvejitveno razmerje nevidnega razpada Bs → NMk NMk′ γ
kot funkcijo resolucijske energije detektorja fotonov E0. Nedoločenost oblikovnih
faktorjev ni upoštevana. Pri obeh grafih smo privzeli scenarij degeneriranih mas
nevtrinov mNk = mNk′ = m. Za matrični element (V
†V )kk′ pa smo predpostavili,
da je realen.
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Z desnega grafa s slike 3.6 razberemo največjo vrednost razvejitvenega razmerja
nevidnega razpada Bs → NMk NMk′ γ, ki znaša
Br(Bs → NMk NMk′ γ) ≈ 2.1× 10−9 (V †V )2kk′ . (3.45)
Ta vrednost nastopi v scenariju brezmasnih nevtrinov pri E0 ≥ MBs/2. V primeru
nevidnega razpada Bd → NMk NMk′ γ pa v tem istem scenariju dobimo
Br(Bd → NMk NMk′ γ) ≈ 9.4× 10−11 (V †V )2kk′ . (3.46)
Na koncu naštejmo še nekaj uporabnih lastnosti.
1. V scenariju mC ,mD ≪MB/2 s poljubnim UCD in E0 > 0 je razvejitveno raz-
merje Br(B → νCνDγ)opazljivinevidni praktično neodvisno od mas nevtrinov. Kvanti-
tativno velja
1− Br(B → νCνDγ : mC = mD = 100MeV)Br(B → νCνDγ : mC = mD = 0)
< 1%. (3.47)
2. V izrazu za diferencialno razpadno širino (3.41) nastopa matrični element UCD
kot |UCD|2 in Re
(︁
U2CD
)︁
. Člen, ki vsebuje Re
(︁
U2CD
)︁
, je v režimu mC mD ≪
M2B/4 zanemarljiv glede na člen, ki vsebuje |UCD|2. Od tod lahko faktor |UCD|2
izpostavimo iz diferencialne razpadne širine (3.41), kar pomeni, da lahko zapi-
šemo razvejitveni razmerji tako opazljivega kot nevidnega razpada na naslednji
način:
Br(B → νCνDγ) ≈ |UCD|2Br(B → νCνDγ)brez, (3.48)
kjer je Br(B → νCνDγ)brez razvejitveno razmerje (opazljivega ali nevidnega
razpada) izvrednoteno pri UCD = 1.
3. V razvejitvenih razmerjih in sipalnih presekih procesov, ki vsebujejo nevtrine,
nastopajo matrični elementi UCD kot |UCD|2 in Re
(︁
U2CD
)︁
. V obeh primerih
imamo simetrijo na zamenjavo UCD → U∗CD. Od tod sledi, da sta za procese,
katerih amplitude vsebujejo matrične elemente matrik U †U , V †V , U †V in
V †U , ne pa tudi U †OL in V †OL, razpadna širina in sipalni presek neodvisna
od zamenjave R → R∗. Ta lastnost se po parametrizaciji matrike R prevede
na simetrijo θk → −θk.
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Poglavje 4
Odvisnosti funkcij Br(B → νν(γ)) in
Br(B → ννγ)
Opremljeni s formalizmom Majoranovih nevtrinov in z razvejitvenima razmerjema
razpadov B → νCνD in B → νCνDγ lahko končno pogledamo odvisnosti razveji-
tvenih razmerij razpada B → νν(γ) z neopazljivim fotonom (nevtrina pa sta lahko
opazljiva):
Br(B → νν(γ)) ≡
3+n∑︂
C,D=1
{︃
Br(B → νCνD) + Br(B → νCνDγ)
⃓⃓
⃓
Eγ<E0
}︃
, (4.1)
in opazljivega razpada B → ννγ z merljivim fotonom (nevtrina sta lahko opazljiva)
Br(B → ννγ)opazljivi ≡
3+n∑︂
C,D=1
Br(B → νCνDγ)
⃓⃓
⃓
Eγ>E0
, (4.2)
od parametrov modela. V nadaljevanju upoštevamo naslednji predpostavki. Prvič:
detektor pokriva celotni prostorski kot glede na točko razpada mezona B; in drugič:
relativistični efekti (zaradi nemirovanja mezona B v laboratorijskem sistemu) na
energijo (opazljivega ali neopazljivega) fotona, ki nastane preko razpada B → ννγ,
so zanemarljivi. V podpoglavju 4.5 pa dodatno upoštevamo še predpostavko, da na-
stali nevtrini NMk praktično vedno zbežijo iz detektorja brez sledu. V okviru teh treh
predpostavk v zelo dobrem približku veljata zvezi Brnevidni ≡ Br(B → nevidni) ≈
Br(B → νν(γ)) in Bropazljivi ≡ Br(B → γ nevidni) ≈ Br(B → ννγ)opazljivi.
4.1 Predpostavke in omejitve parametrov
Razvejitveni razmerji (4.1) in (4.2) v nadaljevanju obravnavamo v modelu n = 3.
Nekatere navedene zveze in lastnosti pa veljajo tudi za n ̸= 3. V modelu n = 2 so
rezultati kvalitativno podobni.
Obe razvejitveni razmerji sta odvisni od mas mνj in mNk ter od parametrov
matrike R, torej skupno 12 parametrov v modelu n = 3. Med temi pa nekateri
bolj vplivajo na vrednost obeh razvejitvenih razmerij kot drugi. Manj vplivnim v
tem podpoglavju priredimo fiksne vrednosti. Med njimi so mase nevtrinov νMj in
parametri ϕk.
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Mase nevtrinov νMj se po dosedanjih podatkih gibljejo v grobem med 0.01 eV
in 1 eV [15], kar pomeni, da vplivajo na razvejitveni razmerji (4.1) in (4.2) prak-
tično le preko matričnih elementov matrik U †U , U †V in V †V . Ta odvisnost lahko
znatno vpliva na vrednost razvejitvenega razmerja razpada B → νν in s tem tudi
razpada B → νν(γ). Kljub temu v nadaljevanju privzamemo naravno hierarhijo
mas nevtrinov νMj in izberemo mν2/mν1 = 2. S tem smo izbrali mase nevtrinov νMj ,
mν1 = 0.005 eV, (4.3)
mν2 = 0.010 eV, (4.4)
mν3 = 0.050 eV, (4.5)
ki so v skladu s trenutnimi omejitvami navedene v tabeli 4.1.
Tabela 4.1: Omejitve mas opazljivih nevtrinov, vzete iz [30].
Parameter Vrednost ±1σ Hierarhija
∆m221 [10−5 (eV)2] 7.55
+0.20
−0.16 naravna / invertirana
|∆m231| [10−3 (eV)2] 2.50± 0.03 naravna
|∆m231| [10−3 (eV)2] 2.42+0.03−0.04 invertirana
Mase nevtrinov NMk obravnavamo kot proste parametre, pri tem pa privzamemo
masno hierarhijo mN1 < mN2 < mN3 in se omejimo na primer, ko je mN1 ≫ mν3 .
Razvejitveni razmerji (4.1) in (4.2) sta posebej občutljivi na mase nevtrinov NMk .
Njuno obnašanje glede na parametre θk je pri različno izbranih masah mNk lahko
precej drugačno, saj po kinematskem pogoju v splošnem niso vsi razpadi B → νCνD
in B → νCνDγ za C,D ∈ {1, ..., 6} dovoljeni. Od tod sledi, da se razvejitveni
razmerji obnašata kvalitativno podobno pri različni izbiri mas {mN1 ,mN2 ,mN3},
ki izpolnjujejo enake kinematske pogoje, mC + mD ≷ MB (pri tem mase nevtri-
nov mνj zanemarimo). Množico {{mN1 ,mN2 ,mN3}; kinematski pogoji} z elementi
{mN1 ,mN2 ,mN3}, ki izpolnjujejo enake kinematske pogoje, v nadaljevanju imenu-
jemo masna skupina. Število slednjih v odvisnosti od n s predpostavko min(mNk) ≫
maks(mνj) prikazuje tabela 4.2.
Tabela 4.2: Število hierarhij in masnih skupin v scenariju min(mNk) ≫ maks(mνj),
ki jih določa kinematski pogoj razpada B → νCνD v razširjenem SM z n dodatnimi
desnoročnimi nevtrini.
n = 1 n = 2 n = 3
Število hierarhij 2 4 12
Število skupin na hierarhijo 3 7 15
Število vseh skupin 6 28 180
Parametre θ1, θ2 in θ3 matrike R obravnavamo kot proste, ostale pa postavimo
na nič, ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 = 0. V primeru neničelnih ϕk so rezultati kvalitativno podobni.
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4.2 Scenarij lahkih nevtrinov NMk
V primeru lahkih nevtrinov NMk z masami mNk ≪ MB, smo v podpoglavju 3.6
že pokazali, da za razpad B → νCνDγ z opazljivim ali neopazljivim fotonom s
poljubnim E0 > 0 velja naslednji približek:
Br(B → νCνDγ)brez ≈ Br(B → νCνDγ)brez
⃓⃓
⃓
mC=mD=0
. (4.6)
Poleg zgornje lastnosti se izkaže, da v primeru E0 > 20MeV in mN1 ,mN2 ,mN3 <
7 keV velja še naslednja zveza:
Br(B → νCνDγ)breznevidni
Br(B → νCνD)brez
> 100, (4.7)
ki je bistvena samo za razpad B → νν(γ). Z lastnostma (4.6) in (4.7) se razvejitveni
razmerji (4.1) in (4.2) reducirata na spodnjo enačbo:
BrB→ννγB→νν(γ) ≈
3+n∑︂
C,D=1
Br(B → νCνDγ)opazljivinevidni
⃓⃓
⃓
mC=mD=0
. (4.8)
Na tem mestu upoštevamo še zvezo Br(B → νCνDγ) ≈ |UCD|2Br(B → νCνDγ)brez,
ki velja tako za opazljivi kot za neopazljivi foton v scenariju z mC mD ≪M2B/4. Od
tod se glavna odvisnost razvejitvenega razmerja iz (4.8) skriva v vsoti
∑︁3+n
C,D=1 |UCD|2,
ki jo lahko preprosto izvrednotimo. V ta namen najprej uvedemo matriko T :
T =
⎡
⎣U
†U U †V
V †U V †V
⎤
⎦ . (4.9)
Zanjo velja T 2 = T , kar sledi neposredno iz zveze UU †+V V † = I3×3. Če upoštevamo
to lastnost po komponentah,
∑︁3+n
E=1 TCETED = TCD, in dejstvo, da je matrika T
hermitska, T † = T , lahko preprosto pokažemo, da velja naslednja enakost:
3+n∑︂
C,D=1
|UCD|2 =
3+n∑︂
C,D=1
|TCD|2 =
3+n∑︂
C,D=1
TCDTDC = Tr{T} = 3, (4.10)
pri čemer smo v zadnjem koraku upoštevali cikličnost sledi, Tr{U †U} = Tr{UU †}.
Pravkar pokazana lastnost velja za vsak n. Od tod sledi, da je celotno razvejitveno
razmerje za B → ννγ in B → νν(γ) v tem scenariju dano z enačbo:
BrB→ννγB→νν(γ) ≈ 3Br(B → νCνDγ)
opazljivi
nevidni
⃓⃓
⃓
brez
mC=mD=0
. (4.11)
Z drugimi besedami: razvejitveni razmerji v tem scenariju nista odvisni od pa-
rametrov matrike R in se ne razlikujeta od razvejitvenih razmerij, izračunanih v
Diracovem modelu in v SM. Njuni odvisnosti od E0 prikazujeta grafa s slike 4.1.
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Slika 4.1: Razvejitveno razmerje razpada Bs → νν(γ) v scenariju mN1 ,mN2 ,mN3 <
7 keV kot funkcija resolucijske energije detektorja fotonov E0 in razvejitveno raz-
merje opazljivega razpada Bs → ννγ v scenariju mNkmNk′  M2B/4 za k, k′ ∈{1, 2, 3} kot funkcija spremenljivke E0. Na levem grafu je prikazana napaka obeh
količin, ki sledi iz predvidene napake oblikovnih faktorjev FBsA in F
Bs
V .
Z levega grafa lahko razberemo največjo vrednost za Br(Bs → ννγ)opazljivi v redu
O(αs), ki nastopi pri E0 = 0. Ta znaša
Br(Bs → ννγ)opazljiviSM ≈ 6.2 (1± 30%)× 10−9. (4.12)
V primeru opazljivega razpada Bd → ννγ pa dobimo
Br(Bd → ννγ)opazljiviSM ≈ 2.8 (1± 30%)× 10−10. (4.13)
Navedeni vrednosti sta manjši, kot ocenjuje članek [9]: Br(Bs → ννγ) = 3.68×10−8
in Br(Bd → ννγ) = 1.96×10−9. Razlog je v drugačno izbrani odvisnosti oblikovnih
faktorjev FBA (q2) in FBV (q2).
4.3 Scenarij težkih nevtrinov NMk
Naslednji zanimiv primer je scenarij težkih nevtrinov NMk z masami mNk > MB za
k ∈ {1, 2, 3}. V tem primeru k razvejitvenima razmerjema razpadov B → νν(γ) in
B → ννγ iz (4.1) in (4.2) prispevajo le razpadi tipa B → νMi νMj γ oziroma
BrB→ννγB→νν(γ) ≈
3∑
i,j=1
|(U †U)ij|2Br(B → νMi νMj γ)opazljivinevidni
∣∣∣brez
mνi=mνj=0
. (4.14)
V zgornjem izrazu smo upoštevali lastnost (4.6), zaradi katere je spekter opazlji-
vega razpada v tem scenariju do faktorja natančno enak spektru, ki ga napove SM.
Sorazmernostni faktor
∑3
i,j=1 |(U †U)ij|2 pa je v splošnem odvisen od parametrov
matrik Dν , DN in R. Odvisnost tega faktorja kot funkcijo parametrov θ1, θ2 in θ3
prikazujeta grafa s slike 4.2.
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Slika 4.2: Grafa prikazujeta funkcijo
∑3
i,j=1 |(U †U)ij|2 v modelu n = 3 v odvisnosti
od posameznega parametra θk za dve različni hierarhiji mas nevtrinov NMk . Ostala
dva parametra θi in θj, pri čemer je {i, j, k} = {1, 2, 3}, sta ničelna. Pri grafu
A smo izbrali mN1 = 10GeV, mN2 = 500GeV in mN3 = 2TeV, pri grafu B pa
mN1 = 2TeV, mN2 = 10GeV in mN3 = 500GeV.
Funkcija
∑3
i,j=1 |(U †U)ij(θ1, θ2, θ3)|2 je invariantna na zamenjavo θk → −θk za
vsak k ∈ {1, 2, 3}. Identificiramo jo kot kvadrat Frobeniusove norme matrike U †U ,
saj je po njeni definiciji
∑3
i,j=1 |(U †U)ij|2 = ||U †U ||2. Vrednost te norme se po
obeh grafih s slike 4.2 izrazito spreminja na intervalu θk ∈ [12, 16], drugje pa je
v dobrem približku konstantna. Slednje lahko preprosto razložimo s preučevanjem
funkcije ||U †U ||2(θk) v scenariju degeneriranih mas nevtrinov NMk in posebej νMj . V
ta namen razpišimo matriko U †U po izpeljani parametrizaciji (2.25),
U †U =
[
I +D1/2ν R(−DN)−1R†D1/2ν
]−1
. (4.15)
Izberemo Dν = mνI, DN = −mNI in R = R(θ3) oziroma θ1 = θ2 = 0 (izbira para-
metra θ3 namesto θ2 ali θ1 ne spremeni končnega rezultata). V režimu mν/mN  1
potem dobimo
||U †U ||2 =
3∑
i,j=1
|(U †U)ij|2 ≈ 2 + 1
(1 + ξ2)2
, (4.16)
kjer je ξ = 2
√
mν/mN sinh(θ3). Od tod razberemo, da je ||U †U ||2 ≈ 3 v območju
ξ  1 in ||U †U ||2 ≈ 2 v območju ξ  1. Zanimivo postane, ko je ||U †U ||2 ≈ 2.5,
kar se zgodi pri ξ2 =
√
2 − 1. Če v tem scenariju vzamemo mν ∼ 10−2 eV in
mN ∼ (mN1 mN2 mN3)1/3 ≈ 200GeV, dobimo θ3 ∼ ±15. Ta vrednost je v skladu z
odvisnostjo funkcije ||U †U ||2(θ3) na levem grafu s slike 4.2 in s funkcijo ||U †U ||2(θ2)
na desnem grafu s te iste slike. Krivulje s slike 4.2 imajo podobno obliko, kar pomeni,
da lahko v prvem približku funkcijo ||U †U ||(θk ; mN1 ,mN2 ,mN3) spremenljivke θk
opišemo z enačbo (4.16), v kateri je ξ = 2
√
rk sinh(θk). Pri tem pa smo z rk označili
efektivni parameter, ki je odvisen od fiksnih mas mν′j in mN ′k za j
′, k′ ∈ {1, 2, 3} ter
od indeksa spremenljivke θk. Ostala dva parametra θi in θj, pri čemer je {i, j, k} =
{1, 2, 3}, sta ničelna.
Enačba (4.16) s skalo ξ = 2
√
rk sinh(θk) oziroma ξ =
√
rk exp(|θk|) v režimu
exp(−2|θk|)  1 je v nadaljevanju večkrat uporabljena kot kvalitativno orodje za
razlago rezultatov numeričnih izračunov.
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4.4 Ostali scenariji
Med lahkimi in težkimi nevtrini N je cela množica zanimivih scenarijev, v katerih
lahko preučujemo odvisnosti razvejitvenih razmerij (4.1) in (4.2) od parametrov
razširjenega SM. Izmed teh smo izbrali nekaj reprezentativnih scenarijev v modelu
n = 3, ki so podrobneje predstavljeni v tabeli 4.3.
Tabela 4.3: Izbrani scenariji oziroma izbrane mase nevtrinov NMk v modelu n = 3,
ki pripadajo različnim masnim skupinam glede na kinematski pogoj razpada Bs →
νCνD in hierarhijo mN1 < mN2 < mN3 , pri čemer je mN1  mν3 .
Oznaka scenarija mN1/MBs mN2/MBs mN3/MBs
02 0.01 0.02 0.51
04 0.01 0.51 0.52
06 0.02 0.51 0.99
08 0.51 0.52 0.53
Za te scenarije smo numerično izračunali odvisnosti razvejitvenega razmerja razpada
Bs → νν(γ) od posameznega izmed parametrov θ1, θ2 in θ3. Ostala dva smo postavili
na nič. Rezultate izračunov prikazujejo grafi s slike 4.3.
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Slika 4.3: Razvejitveno razmerje razpada Bs → νν(γ) iz (4.1) v modelu n = 3 kot
funkcija posameznega parametra θk za štiri različne scenarije, ki so opisani v tabeli
4.3. Ostali parametri matrike R so ničelni. Za vrednost resolucijske energije fotonov
je vzeta vrednost E0 = 50MeV.
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Obnašanje razvejitvenega razmerja razpada Bs → νν(γ) iz grafov s slike 4.3 se lahko
preprosto pojasni preko obnašanja funkcij ||U †U ||2(ξ), ||U †V ||2(ξ) in ||V †V ||2(ξ) s
spremenljivko ξ = 2
√
mν/mN sinh(θ3) v scenariju, kjer so Dν = mνI, DN = −mNI,
mν/mN  1 in θ1 = θ2 = 0. Odvisnosti slednjih prikazuje graf s slike 4.4.
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Slika 4.4: Norme matrik U †U , U †V in V †V kot funkcije skale oziroma spremenljivke
ξ = 2
√
mν/mN sinh(θ3) v scenariju, kjer so Dν = mνI, DN = −mNI, mν/mN  1
in θ1 = θ2 = 0.
It tega razberemo tri karakteristične režime spremenljivke ξ.
1. V režimu ξ  1 so prispevki razpadov tipa B → νMj NMk in B → NMk NMk′ k
razvejitvenemu razmerju Br = Br(B → νν(γ)) lahko znatni, kar pomeni, da
je vrednost slednjega lahko večja od napovedi SM, Br  BrSM.
2. V režimu ξ ≈ 1 k Br dominantno prispevajo razpadi tipa B → νMj NMk in
razpadi tipa B → NMk NMk′ . Če so ti kinematsko dovoljeni in niso zastrti
zaradi majhnih vrednostih nastopajočih matričnih elementov, je Br > BrSM,
v nasprotnem primeru pa je Br < BrSM.
3. V režimu ξ  1 k celotnemu razvejitvenemu razmerju Br dominantno pri-
spevajo razpadi tipa B → NMk NMk′ . Če so ti kinematsko dovoljeni in niso
zastrti zaradi majhnih vrednostih nastopajočih matričnih elementov, dobimo
Br > BrSM, v nasprotnem primeru pa Br < BrSM.
Režimi ξ  1, ξ ≈ 1 in ξ  1 ustrezajo v tem vrstnem redu območjem θ ∈ [0, 4],
θ ∈ [4, 21] in θ ∈ [21,∞) na grafih s slike 4.3. Ta razlaga velja za splošnejši primer,
in sicer za modela n = 2 in n = 3 s poljubno izbranimi parametri φj, θk, mνj in
mNk , pri čemer je maks(mνj)  min(mNk).
Iz zgornjih točk lahko sklepamo, v katerih scenarijih prevladujejo prispevki raz-
padov B → ννγ k razvejitvenemu razmerju Br(B → νν(γ)) iz (4.1). Ta delež pove,
v kolikšni meri je Br(B → νν(γ)) odvisen od E0. Slednje za določen scenarij mas
nevtrinov NMk prikazuje graf s slike 4.5.
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Slika 4.5: Razvejitveno razmerje razpada Bs → νν(γ) iz (4.1) kot funkcija količine
E0 in parametra θ3 v modelu n = 3. Mase nevtrinov NMk so izbrane po scenariju 04
v tabeli 4.3. Parametra θ1 in θ2 sta ničelna.
Merljiva energija fotona opazljivega razpada B → ννγ se nahaja v intervalu
Eγ ∈ [E0,MB/2], kar pomeni, da se z dovolj velikim številom podatkov lahko določi
spekter opazljivega razpada v tem območju energij in z njim funkcijo
Br(B → ννγ)opazljivi(Ẽ0) = 1
ΓB
6∑
C,D=1
∫ MB/2
E0̃
dΓ(B → νCνDγ)
dEγ
dEγ, (4.17)
s spremenljivko E0̃ ∈ [E0,MB/2]. Odvisnost te funkcije od spremenljivk Ẽ0 in θ3
prikazuje graf 4.6.
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Slika 4.6: Razvejitveno razmerje opazljivega razpada Bs → ννγ, definiranega v
enačbi (4.17), v odvisnosti od Ẽ0 in θ3. Pri tem so mase nevtrinov NMk izbrane po
scenariju 04 v tabeli 4.3. Ostali parametri matrike R so ničelni.
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V območju |θk| ≈ 0 za k ∈ {1, 2, 3} je po grafu s slike 4.4 skala ξ velikosti ξ  1, kar
pomeni, da so prispevki razpadov B → νMj NMk γ in B → NMk NMk′ γ k razvejitvenemu
razmerju (4.17) popolnoma zanemarljivi. Z upoštevanjem lastnosti iz podpoglavja
3.6 sledi, da se v tem scenariju funkcija (4.17) spremenljivke Ẽ0 obnaša kot v okviru
SM. V primeru drugačne izbire mas nevtrinov NMk , ki pripadajo drugi masni skupini,
pa je odvisnost funkcije (4.17) od Ẽ0 in θ3 kvalitativno podobna odvisnosti, ki jo
prikazuje graf 4.6. Drugače je za razvejitveno razmerje razpada Br(B → νν(γ)) iz
(4.1), ki se kot funkcija parametrov θ3 in mNk obnaša precej drugače z izbiro masne
skupine. Slednje je prikazano na grafih s slike 4.7.
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Slika 4.7: Razvejitveno razmerje razpada Bs → νν(γ) iz (4.1) pri E0 = 50MeV
v odvisnosti od parametra θ3 in mase mN . Za grafa na levi smo privzeli scenarij
degeneriranih mas nevtrinov mN1 = mN2 = mN3 = mN , za grafa na desni pa scenarij,
v katerem je mN1 = mN2 = 2.2GeV in mN3 = mN . Ostali parametri matrike R so
ničelni.
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Na spodnjih grafih s te slike opazimo, da je največja vrednost razvejitvenega raz-
merja Br(Bs → νν(γ)) večja v scenariju nedegeneriranih mas mNk kot pa v sce-
nariju z degeneriranimi masami nevtrinov NMk . Razlog je v velikosti matričnih
elementov. V primeru degeneriranih mas mNk se izkaže, da k največji vrednosti za
Br(Bs → νν(γ)) prispevata le razpada Bs → NM2 NM2 in Bs → NM3 NM3 z matrič-
nima elementoma velikosti (V †V )22 = (V †V )33 ≈ 0.5. Oba sta realna, zato smemo
zapisati
Br(Bs → νν(γ))deg. ≈ (0.52 + 0.52) Br(Bs → NM2 NM2 )brez,
≈ 1.8× 10−6.
(4.18)
V scenariju nedegeneriranih mas nevtrinov mNk iz spodnjega desnega grafa s slike
4.7 pa k največji vrednosti za Br(Bs → νν(γ)) prispeva le razpad Bs → NM2 NM2
z matričnim elementom (V †V )22, ki se z večanjem mase mN3 približuje vrednosti
(V †V )22 ∼ 1. Od tod je
Br(Bs → νν(γ))nedeg. ≈ 12 Br(Bs → NM2 NM2 )brez ≈ 3.5× 10−6. (4.19)
Glede na to, da je razvejitveno razmerje razpada Bs → νν(γ) odvisno od kvadratov
absolutne vrednosti in realnega dela kvadratov matričnih elementov, sklepamo, da je
njegova vrednost največja v scenariju, kjer je matrični element |(V †V )kk′ | največji,
pri čemer stamNk = mNk′ ≈ 2.2GeV. Zgornjo vrednost tega pa lahko ocenimo preko
norme matrike V †V , saj po njeni definiciji velja ||V †V ||2 = ∑︁3k,k′=1 |(V †V )kk′ |2 ≥
|(V †V )kk′ |2. Za to oceno si izposodimo hipotezo z naslednje strani, ki pravi, da
je min(||U †U ||2) = 2 v scenariju z maks(mνj) ≪ min(mNk). Z njo preko izpe-
ljane zveze
∑︁3+n
C,D=1 |UCD|2 = 3 iz (4.10) sledi, da je maks(||V †V ||2) = 1 oziroma
maks(|(V †V )kk′|) = 1. Od tod zaključimo, da je vrednost iz (4.19) tudi zgornja
meja razvejitvenega razmerja razpada Bs → νν(γ) glede na vse scenarije, v okviru
katerih se ta razpad lahko obravnava. Ta vrednost pa je v zelo dobrem približku
neodvisna od izbire E0.
Podobno velja za razpad Bd → νν(γ), za katerega sta zgornji meji za razvejitveni
razmerji v primeru degeneriranih in nedegeneriranih mas nevtrinov NMk velikosti
Br(Bd → νν(γ))deg. ≈ 5.4× 10−8, (4.20)
Br(Bd → νν(γ))nedeg. ≈ 1.1× 10−7. (4.21)
Do zdaj smo si ogledali odvisnosti razvejitvenih razmerij razpadov B → νν(γ)
in B → ννγ glede na en sam parameter matrike R, ostale pa smo postavili na nič.
Pri tem smo ugotovili, da so norme ||U †U ||, ||U †V || in ||V †V || v določenih režimih
v prostoru (θ1, θ2, θ3) odvisne le od ene spremenljivke. Te funkcije se v scenariju
z Dν = mνI, DN = −mNI, mν ≪ mN in θi = θj = 0 lahko preprosto analitično
izpelje:
||U †U ||2 = 1
(1 + ξ2)2
+ 2, ||U †V ||2 = ξ
2
(1 + ξ2)2
in ||V †V ||2 = ξ
4
(1 + ξ2)2
. (4.22)
Pri tem je ξ = 2
√︁
mν/mN sinh(θk) in {i, j, k} = {1, 2, 3}. Enačbo za ||U †U ||2
iz (4.22) lahko vzamemo za definicijo skale ξ. Tako definirana skala pa je dobro
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določena, če je izpolnjena tudi naslednja izmed enačb v (4.22) (če sta katerikoli
dve zadoščeni, je tudi tretja). S tem razširimo veljavnost enačb iz (4.22) na večje
območje v prostoru (θ1, θ2, θ3). V primeru fiksnih Dν = mνI in DN = −mNI z
mν  mN se po numeričnih izračunih lahko izlušči nekaj zvez med spremenljivko ξ
in parametri θ1, θ2 in θ3. Slednje so prikazane v tabeli 4.4.
Tabela 4.4: Zveze med spremenljivko ξ, ki nastopa v formulah iz (4.22), in parametri
θk v scenariju, kjer so Dν = mνI, DN = −mNI in mν  mN . Efektivni parametri
rk, rij in r so odvisni od mν in mN . Pri tem pa je še {i, j, k} = {1, 2, 3}.
Režim Spremenljivka
θi = θj = 0 ξ = 2
√
rk sinh(θk)
θk = 0, e−2|θi|  1, e−2|θj |  1 ξ = √rij exp(|θi|+ |θj|)
e−2|θl|  1, l ∈ {1, 2, 3} ξ = √r exp(|θ1|+ |θ2|+ |θ3|)
V primeru nedegeneriranih mas nevtrinov mνj in mNk z maks(mνj)  min(mNk)
se po numeričnih izračunih izkaže, da so funkcije iz (4.22) s spremenljivko ξ iz tabele
4.4 še vedno dober približek, vendar na manjšem območju v prostoru (θ1, θ2, θ3), kot
je navedeno v tabeli 4.4. Slednje je razvidno iz levega graf s slike 4.8.
Na tej točki se vrnimo na razpad B → νν(γ). Razvejitveno razmerje slednjega
je v scenariju z Dν = mνI, DN = −mNI in mν  mN odvisno izključno od
vsote
∑3
k=1 |θk| na območju exp(−2|θk|)  1. V primeru nedegeneriranih mas je
vrednost matričnih elementov pri različnih θk s konstantno vsoto
∑3
k=1 |θk| lahko
precej različna. Slednje pa najbolj vpliva na vrednost prispevkov razpada B → νν
k razvejitvenemu razmerju Br(B → νν(γ)). V takem primeru je Br(B → νν(γ))
odvisen od posameznih |θk|, ne pa izključno od vsote
∑3
k=1 |θk|, kot prikazuje desni
graf s slike 4.8.
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Slika 4.8: Na levem grafu je prikazana funkcija ||U †U ||2 v odvisnosti od θ2 in θ3,
na desnem grafu pa razvejitveno razmerje razpada Bs → νν(γ) v odvisnosti od
spremenljivk θ2 in θ3. Mase nevtrinov NMk so za oba grafa izbrane po scenariju 04
v tabeli 4.3. Parameter θ1 pa je ničeln.
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4.5 Rezultati
V primeru znane vrednosti za Br(B → νν(γ)) iz (4.1) pri danem E0 in iz znanih vre-
dnosti funkcije Br(B → ννγ)opazljivi(Ẽ0) iz (4.17) se lahko omeji območje dovoljenih
vrednosti parametrov razširjenega SM kot shematsko prikazuje tabela 4.5.
Tabela 4.5: Shematski prikaz vrednosti za rn ≡ Br(B → νν(γ))/BrSM(B → νν(γ))
in ro ≡ Br(B → ννγ)opazljivi(Ẽ0)/Br(B → ννγ)opazljiviSM (Ẽ0) pri Ẽ0 = E0 in z DN =
−mNI v razširjenem SM z n = 3. Pri mN ≪MB za vsak ξ velja ro ≈ 1.
mN <
MB
2
mN ∈ (MB2 ,MB) mN > MB karkoli
ξ ≪ 1 rn ≥ 1 rn ≥ 1 rn ≈ 1 ro ≈ 1
ξ ∼ 1 rn ≥ 1 rn ≥ 1 3
4
< rn < 1 3
4
< ro ≤ 1
ξ ≫ 1 rn ≥ 1 2
3
< rn ≲ 1 2
3
< rn ≲ 1 2
3
< ro ≤ 1
Za območje dovoljenih vrednosti parametrov obstajajo številne eksperimentalno
določene omejitve, ki posredno ali neposredno omejujejo parametre modela. Te sle-
dijo iz posrednega in neposrednega iskanja nevtrinov NMk . V posrednem iskanju
se omejuje parametre modela preko preučevanja nevtrinskih oscilacij, iskanja brez
nevtrinskega dvojnega razpada β, preverjanja leptonske univerzalnosti, iskanja kr-
šitve leptonskega števila v redkih razpadih mezonov in v pretvorbi µ → eγ ... Pri
neposrednem iskanju pa se parametre modela omejuje preko razpadov mezonov, le-
ptona τ in bozonov W in Z. Poleg tega pa imamo še tretji vir omejitev, ki izhaja
iz kozmoloških opazovanj. Podrobnosti o določanju omejitev na parametre modela
so opisane v številnih referencah člankov, kot sta [31] in [32].
4.5.1 Eksperimentalne omejitve
Na tej točki upoštevamo vse tri predpostavke, ki so naveden na začetku poglavja 4.
V tem primeru velja Br(B → nevidni) = Br(B → νν(γ)). Preko te zveze se lahko
določi teoretično zgornjo mejo za Br(B → nevidni) s poznavanjem zgornje meje za
Br(B → νν(γ)). Določanje slednje pa ni trivialno, saj so eksperimentalne omejitve
na parametre razširjenega SM odvisne od številnih predpostavk. Taka analiza pre-
sega namen magistrskega dela, zato si v nadaljevanju poglejmo le v kolikšni meri
lahko pričakujemo, da je zgornja meja za Br(B → νν(γ)) večja od napovedi SM.
Obravnavamo primer, ko je DN = −mNI. Vrednost za mN mora biti taka, da
je karakteristična razpadna razdalja LNk nevtrina NMk precej večja od »polmera de-
tektorja« L0, saj drugače bi nastali nevtrini NMk lahko razpadli preden bi zbežali iz
detektorja, kar je v nasprotju z eno izmed predpostavk. Privzamemo E0 = 50MeV.
Slednje implicira, da je minimalna energija nevtrina pri razpadu B → νν(γ) v
mirovnem sistemu mezona B v grobem enaka EminNk ≈ MB/2. Iz tega lahko na-
ivno določimo območje (||U †V ||2,mN), ki zadošča pogoju LNk ≫ L0. Funkcijo
LNk(mN , ||U †V ||) si izposodimo iz članka [3]. Za mN = 2GeV dobimo ||U †V ||2 <
10−9, kar je precej manj kot eksperimentalna omejitev |(U †V )jk|2 < 6 × 10−5 ozi-
roma ||U †V ||2 < 5.4× 10−4, ki jo navaja kolaboracija DELPHI [33]. Če za trenutek
vzamemo mN = 2GeV, E0 = 50MeV in |(U †V )jk|2 = 6× 10−5 ter privzemimo, da
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so matrični elementi posameznih matrik U †U , U †V in V †V enaki in realni, ugoto-
vimo, da sta log10(ξ) ≈ −1.6 in
∑︁3
k=1 |θk| ≈ 9.2 ter, da sta oceni za zgornji meji za
Br(B → νν(γ)) z delno opazljivimi nevtrini in neopazljivim fotonom velikosti
Br(Bs → νν(γ)) ≈ 1.0× 10−9, (4.23)
Br(Bd → νν(γ)) ≈ 3.2× 10−11. (4.24)
Za ||U †V ||2 = 10−9 in mN = 2GeV sta razvejitveni razmerji enaki kot v SM.
Za mN ≲ 100MeV je pogoj LNk ≫ L0 izpolnjen za ||U †V ||2 ≲ 0.5. Če za mN =
100MeV izberemo kot zgled |(U †V )jk|2 = 10−6 (eksperimentalna zgornja meja je
drugačna, glej reference člankov [3], [31] in [32]) ugotovimo, da je log10(ξ) = −2.5.
Za ta primer pri E0 = 50MeV sta oceni za razvejitveni razmerji razpada B → νν(γ)
velikosti
Br(Bs → nevidni) = Br(Bs → νν(γ)) ≈ 5.3 (1± 30%) × 10−13, (4.25)
Br(Bd → nevidni) = Br(Bd → νν(γ)) ≈ 2.9 (1± 30%) × 10−14. (4.26)
Obe vrednosti se razlikujeta od napovedi Diracovega modela (pri katerem so mνj =
mNj in U †U = V †V = −U †V = 12I ) oziroma SM (to je Diracov model z mνj = 0),
Br(Bs → νν(γ))SM ≈ 4.7 (1± 30%) × 10−13, (4.27)
Br(Bd → νν(γ))SM ≈ 2.7 (1± 30%) × 10−14. (4.28)
Ta razlika postane večja, če so mase mNk večje ali norma ||U †V ||2 večja ali pa E0
manjša. Od tod lahko zaključimo, da je razpad B → νν(γ) eksperimentalno težko
dostopen in da se razvejitveno razmerje slednjega lahko znatno razlikuje od napovedi
SM. Poznavanje te razlike oziroma njunega razmerja bi prineslo dodatno omejitev
na parametre razširjenega SM.
4.5.2 Ocene v realističnem scenariju
V bolj realističnem primeru, ko detektor ne pokriva celotnega prostorskega kota, k
deležu razpadov mezona B z neopazljivimi končnimi produkti prispevajo tudi drugi
razpadi B → X, katerih razpadni produkti X so poleg nevtrinov in nizkoenergijskih
fotonov (Eγ < E0) tudi drugi (stabilni) nevtralni delci, ki uidejo nezaznani v smeri,
ki ni pokrita z detektorji. Delež posameznega tipa razpadov B → X je v splošnem
odvisen parametrov eksperimenta, in sicer predvsem od geometrije detektorja in
gibalne količine mezona B, ki se jo v eksperimentu določa. Kot primer takega
razpada v nadaljevanju obravnavamo razpad B → ννγ s fotonom z energijo Eγ >
E0, ki zbeži v smeri, ki ni pokrita z detektorji. Pri tem pa se omejimo na območje
mas mNk < 1MeV. V mirovnem sistemu mezona B smer gibalne količine fotona
nima preferenčne smeri, kar pomeni, da so vse enako verjetne. V laboratorijskem
sistemu pa to ni res, saj mezon B v njem ne miruje, vendar se iz naslednjega odstavka
izkaže, da je ta efekt v prvem približku zanemarljiv.
Na tem mestu ocenimo največjo vrednost hitrosti mezona B oziroma B tik pred
njegovim razpadom v okviru eksperimenta Belle II. Ta mezon je okusna projekcija
enega izmed mezonov v paru BB, ki nastane preko procesa e−e+ → Υ → BB.
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Energiji elektrona in pozitrona sta E(-) = 7GeV in E(+) = 4GeV [34]. Največja
vrednost hitrosti mezona Bs(Bs) ob njegovem razpadu pa znaša |vBs| = 0.30 c.
Za mezon Bd(Bd) dobimo |vBd | = 0.38 c. Ti dve vrednosti nakazujeta, da je γ =
(1−v2B)−1/2 ≲ 1.1 oziroma, da je napaka približka, da je razpad B → ννγ izotropen,
v prvem približku zanemarljiva. Pri tem še enkrat opozorimo, da sta razpada B →
νν(γ) in B → νν(γ) v obravnavanem redu enako pogosta.
Na tem mestu ocenimo še karakteristično razpadno dolžino lastnih stanj oscilacij
Bs ↔ Bs in Bd ↔ Bd. Če vzamemo navedeni oceni za hitrosti mezonov Bs(Bs) in
Bd(Bd) tik ob njunem razpadu, ugotovimo, da z verjetnostjo P = 99.9% pričaku-
jemo, da mezon, ki je lastno stanje oscilacij, prepotuje krajšo razdaljo kot
LB = −
|vB|√︁
1− v2B
τB ln(1− P ) ∼ 1.3mm. (4.29)
Prepotovana razdalja resonance Υ pa je še manjša, saj ta razpade še hitreje kot
mezon B [15]. Od tod sledi, da je delež razpadov B → ννγ s fotonom z energijo
Eγ > E0, ki zbeži v smeri, ki ni pokrita z detektorji, v prvem približku neodvisna
od gibalne količine mezona B. Ta lastnost omogoča izvesti preprosto oceno za
razvejitveno razmerje tega razpada. Če privzamemo geometrijo detektorja Belle II
(ne samo geometrijo elektromagnetnega kalorimetra, ampak tudi geometrijo K0L in
µ detektorja) in za točko razpada mezona B izberemo kar točko trka elektrona in
pozitrona [34], sledi, da je iskano razvejitveno razmerje podano s formulo
Br(B → ννγ)
⃓⃓
⃓
γ zbeži
Eγ>E0
≈ Br(B → ννγ)
⃓⃓
⃓
Eγ>E0
× Ωγ
4π
, (4.30)
kjer je Ωγ prostorski kot fotona, ki ga detektor ne pokriva. Ta v okviru privzetih
predpostavk znaša Ωγ/(4π) ≈ 0.01, kar pomeni, da sta iskani razvejitveni razmerji
pri E0 = 50MeV velikosti
Br(Bs → ννγ)
⃓⃓
⃓
γ zbeži
Eγ>E0
∼ 6× 10−11, (4.31)
Br(Bd → ννγ)
⃓⃓
⃓
γ zbeži
Eγ>E0
∼ 3× 10−12. (4.32)
Obe vrednosti sta za dva velikostna reda večji od ocenjenih razvejitvenih razmerij
Br(Bs → νν(γ)) iz (4.25) in Br(Bd → νν(γ)) iz (4.26). Od tod lahko zaključimo,
da prispevek razpada B → ννγ s fotonom z energijo Eγ > E0, ki zbeži v smeri, ki
ni pokrita z detektorji, znatno prispeva k pogostosti razpadov mezona B z v celoti
neopazljivimi končnimi produkti.
Dejanska vrednost za Br(B → nevidni)(pB) pa je v okviru SM večja kot navajata
oceni (4.31) in (4.32), saj k njej prispevajo še drugi ustrezni razpadi B → X.
Nekateri izmed slednjih imajo celotno razvejitveno razmerje kar nekaj velikostnih
redov večjo od celotnega razvejitvenega razmerja opazljivega razpada B → ννγ
iz (4.12). Primer takega razpada je recimo B → γγ. Celotni razvejitveni razmerji
slednjega (detektor pokriva celotni prostorski kot in fotona sta opazljiva) sta ocenjeni
na [35]
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Br(Bs → γγ) ∼ 10−6, (4.33)
Br(Bd → γγ) ∼ 10−8. (4.34)
Iz tega lahko zaključimo, da je teoretična obravnava razpadov mezona B v neopa-
zljive končne produkte netrivialna in tesno odvisna od parametrov eksperimenta ter,
da je prispevek razpada B → νν(γ) k pogostosti razpadov B → (nevidni) lahko po-
polnoma zanemarljiv (odvisno od velikosti nepokritega prostorskega kota detektorja
in seveda dejanskih omejitev na parametre razširjenega SM).
Eksperimentalni zgornji meji za razvejitveni razmerji razpadov mezonov Bs(Bs)
in Bd(Bd) v neopazljive končne produkte bo določil tudi eksperiment Belle II. Pri-
čakuje se, da bosta zgornji meji velikosti [16]
Br(Bs → nevidni)eksp. ≈ 1.1× 10−5, (4.35)
Br(Bd → nevidni)eksp. ≈ 1.5× 10−6. (4.36)
Na koncu obravnavamo še opazljivi razpad B → ννγ, pri katerem nevtrina
zbežita neopažena iz detektorja, foton pa je zaznan (Eγ > E0). V tem primeru
nastali nevtrino NMk ima lahko precej majhno energijo v mirovnem sistemu mezona,
ENk ≥ mNk , kar pomeni, da lahko razpade preden zbeži iz detektorja. Vendar z
izbiro mNk < 1MeV lahko zagotovimo, da nevtrino NMk lahko razpade le na lažje
nevtrine, ki pa niso opazljivi detektorju. V tem scenariju velja zveza Br(B →
γ (nevidni)) ≈ Br(B → ννγ)opazljivi. Vrednost za Br(B → ννγ)opazljivi pri E0 =
50MeV pa je v zelo dobrem približku za poljuben ξ enaka napovedi SM
Br(Bs → ννγ)opazljivi ≈ 6.2 (1± 30%) × 10−9, (4.37)
Br(Bd → ννγ)opazljivi ≈ 2.8 (1± 30%) × 10−10. (4.38)
Prostorski kot, ki ga detektor ne pokriva, ni upoštevan, vendar je ta popravek za
detektor Belle II ocenjen na Ωγ/(4π) ≈ 1%.
Glede na tabelo 4.6 sta ocenjeni vrednosti (4.37) in (4.38) manjši kot jih napove-
dujejo viri. Razlog je v izbiri parametrizacije oblikovnih faktorjev oziroma oblikovnih
funkcij FBA (q2) in FBV (q2).
Tabela 4.6: Napovedi razvejitvenega razmerja razpada B → ννγ z merljivim fo-
tonom v okviru SM ali Diracovega modela iz različnih virov s predpostavkami:
Eγ > E0, E0 = 0 in detektor pokriva celotni prostorski kot.
Br(Bs → ννγ) Br(Bd → ννγ) Leto objave Vir
3.68× 10−8 1.96× 10−9 2010 [9]
1.2× 10−8 ni navedeno 2002 [36]
1.8× 10−8 2.4× 10−9 1996 [28]
7.5× 10−8 4.2× 10−9 1996 [37]
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Zaključek
V magistrskem delu smo preučevali razpad B → νν(γ) z neopazljivim fotonom
in razpad B → ννγ z opazljivim fotonom v razširjenem SM z n = 3 dodatnimi
desnoročnimi nevtrini.
Tekom obravnave smo izpeljali elegantno parametrizacijo matrik U in V , ki na-
stopata v Lagrangeevi funkciji modela. Ta parametrizacija velja za modele z enim,
dvema ali tremi dodatnimi desnoročnimi nevtrini in ni omejena le na določen pod-
prostor parametrov modela, kot je parametrizacija Casas-Ibara, ki sledi kot limitni
primer. Navedli smo številne lastnosti na novo izpeljane parametrizacije, kot je la-
stnost, da so v določenih območjih prostora (θ1, θ2, θ3) norme matrik U †U , U †V in
V †V odvisne od ene same spremenljivke. Pokazali smo tudi, da so elementi matrike
B nemerljive količine v obravnavanem modelu in da se preko enačbe (4.15) z znano
matriko O†LU oziroma O
†
LV lahko določi tako matriko R kot tudi mase nevtrinov
NMk ob znanih masah nevtrinov νMj .
Izpeljano parametrizacijo smo vključili v numerične izračune odvisnosti razve-
jitvenih razmerij razpadov B → νν(γ) in B → ννγ od parametrov modela. Pri
tem smo upoštevali naslednje predpostavke. Prvič: detektor pokriva celotni pro-
storski kot glede na točko razpada mezona B. Drugič: relativistični efekti zaradi
nemirovanja mezona B v laboratorijskem sistemu so na energijo fotona pri razpadu
B → ννγ zanemarljivi. In tretjič: nevtrini NMk praktično vedno zbežijo iz de-
tektorja, preden razpadejo. V okviru naštetih predpostavk v prvem približku velja
zveza Br(B → nevidni) = Br(B → νν(γ)). Glede na trenutne eksperimentalne ome-
jitve parametrov razširjenega SM smo ugotovili, da se razvejitveno razmerje razpada
B → νν(γ) pri realističnih E0 lahko znatno razlikuje od napovedi SM oziroma Di-
racovega modela. Poznavanje te razlike oziroma njunega razmerje prinese dodatno
omejitev na parametre razširjenega SM. Razvejitveno razmerje razpada B → ννγ
pa je za omejitve, ki implicirajo maks(mNk) ≪ MB pri poljubnem ξ ali ξ ≪ 1 pri
poljubnih mNk v zelo dobrem približku enako napovedi SM.
V bolj realističnem scenariju, pri katerem detektor ne pokriva celotnega prostor-
skega kota, so poleg nizkoenergijskih fotonov in dovolj stabilnih nevtrinov neopazljivi
tudi drugi dovolj stabilni nevtralni delci, ki zbežijo v smeri, ki ni pokrita z detektorji.
Tako k pogostosti razpadov B → (nevidni) prispevajo poleg razpada B → νν(γ)
tudi drugi. Med te se uvršča razpad B → ννγ s fotonom z energijo Eγ > E0, ki
zbeži v smeri, ki ni pokrita z detektorji. Razvejitveno razmerje slednjega smo s
privzetkom geometrije detektorja Belle II naivno ocenili. Njegova vrednost je lahko
tudi za dva velikostna reda večja od razvejitvenega razmerja razpada B → νν(γ) z
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neopazljivimi končnimi produkti, zato pričakujemo, da so prispevki drugih razpadov
k pogostosti razpada B → (nevidni) še večji. Teoretična obravnava teh ni trivialna,
saj so opazljivke slednjih odvisne od parametrov eksperimenta, in sicer predvsem od
geometrije detektorja in gibalne količine mezona B v laboratorijskem sistemu. Niso
pa nujno odvisne od E0, mas nevtrinov ter od parametrov θk in ϕj.
Predstavljeni rezultati in ugotovitve magistrskega dela služijo kot oporna točka
pri iskanju razpadov okusnih električno nevtralnih mezonov P ∈ {Bs, Bd, K0, D0} s
spinom S = 0 v neopazljive končne produkte in s tem pri iskanju delcev nove fizike.
Izpeljana parametrizacija pa je vsesplošno uporabna v področjih, kjer so parametri
nevtrinskega sektorja razširjenega SM z n ∈ {2, 3} pomembni. Njena elegantnost se
izkaže predvsem v režimih mas nevtrinov NMk , pri katerih eksperimentalne omejitve
dovoljujejo log(ξ) ≳ 0. Formuli za razpadno širino razpada B → νCνD in diferen-
cialno razpadno širino razpada B → νCνDγ pa sta uporabni tudi za razpade tipa
P → χχ, P → χχ, P → χχγ in P → χχγ, kjer je χ Majoranov ali nevtralni Diracov
fermion.
Vsi numerični izračuni so izvedeni v programskem jeziku Python 2.7. Zahtevnejše
analitične izpeljave pa so bile preverjene v programskem paketu Mathematica 10.
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Dodatek A
Kvantizacija Majoranovih polj
V nadaljevanju je opisan postopek kvantizacije Majoranovih polj nevtrinov v raz-
širjenem SM z n = 3 dodatnimi desnoročnimi nevtrini. Razlaga je razdeljena na tri
dele. V prvem delu se poišče zvezo med Diracovimi in Majoranovimi polji nevtri-
nov v Diracovem modelu. Pri tem se koristijo formule izpeljane parametrizacije iz
podpoglavja 2.3 brez ponovne izpeljave. V drugem delu preko znane kvantizacije
Diracovih polj nevtrinov se določi izraza za kvantizirani polji νMj in NMk . V tre-
tjem delu pa se primerja izračun razpadne širine razpada B → νν v približnem in
eksaktnem Diracovem modelu.
A.1 Diracov model
Razširjen SM z n = 3 dodatnimi desnoročnimi nevtrini je v primeru odsotnosti
Majoranovega masnega člena (MM = 0) enak Diracovemu modelu, zato v tem pri-
meru obstaja zveza med Majoranovimi polji nevtrinov in Diracovimi polji nevtrinov.
Definicija obeh tipov pa sledi neposredno iz diagonalizacije masnega člena
L ⊃ −
3∑︂
a=1
3∑︂
b=1
{︁
νaL(MD)abNbR +NbR(MD)
∗
abνaL
}︁
, (A.1)
oziroma, če ga zapišemo na drugačen način:
L ⊃ −1
2
[︂
νL (NR)c
]︂
⎡
⎣ 0 MD
MTD 0
⎤
⎦
⎡
⎣(νL)
c
NR
⎤
⎦+ h.c. (A.2)
Masno matriko v (A.2) se diagonalizira z unitarno matriko L preko transformacije
⎡
⎣ 0 MD
MTD 0
⎤
⎦ = L
⎡
⎣Dν 0
0 DN
⎤
⎦LT , L =
⎡
⎣U V
X Y
⎤
⎦ . (A.3)
Matrike U , V , X in Y , ki določajo prehodno matriko L, se lahko parametrizira s for-
mulami v podpoglavju 2.3. Diagonalni matriki Dν in DN sta v splošnem kompleksni.
Posamezen diagonalni element slednjih pa je nedoločen do faznega faktorja, saj po-
leg matrike L masno matriko diagonalizira tudi L diag(eiα1 , eiα2 , eiα3 , eiβ1 , eiβ2 , eiβ3),
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kjer so αj in βk realna števila. Izbira slednjih ne vpliva na rezultate izračunov, saj
se matrika MD ne spremeni, zato v nadaljevanju izberemo matriko L tako, da je
matrika Dν pozitivno definitna in matrika DN negativno definitna. Izbira matrike
L vpliva na definicijo Majoranovih polj nevtrinov v masni bazi, zato je zveza med
Diracovimi in Majoranovimi polji tudi odvisna od nje.
Enačba (A.3) razpade v dve neodvisni matrični enačbi matrik velikosti 3 × 3.
Ena izmed njiju je
XDνX
T + Y DNY
T = 0. (A.4)
Ta se z uporabo parametrizacij matrik X in Y iz (2.27) in (2.28) poenostavi v zvezo:
Q†DνQ
∗ = −DN , (A.5)
iz katere sledita lastnosti Dν = −DN in Q = R = diag(±1,±1,±1). Predznak
posameznega diagonalnega elementa v matriki Q je poljuben (ni odvisen od pred-
znakov sosednjih) in ne vpliva na rezultate izračunov, zato smemo izbrati Q = −I.
Druga matrična enačba, ki sledi iz (A.3), se z izpeljano parametrizacijo in ravnokar
navedenimi lastnostmi lahko poenostavi v naslednji izraz:
MD = A
−DνQ∗ +QDN
2
BT = ADνB
T . (A.6)
Iz tega je razvidno, da se matrika MD diagonalizira preko biunitarne transformacije
A†MDB∗ = Dν = D. Diagonalna pozitivno definitna matrika D nastopi v masnem
členu Diracovih nevtrinov
L ⊃ −νDDνD. (A.7)
Pri tem pa so Diracova polja nevtrinov νD definirana na naslednji način:
νD = A†νL +B
TNR. (A.8)
Z izbiro matrike Q se prehodna matrika L poenostavi
L =
1√
2
⎡
⎣A −A
B B
⎤
⎦ . (A.9)
Slednjo vstavimo v enačbo (2.12), iz katere dobimo zvezi med nevtrini v okusni bazi
in nevtrini v masni bazi (MB):
νL =
1√
2
A [νL − (NR)c]MB , (A.10)
(NR)
c =
1√
2
B [νL + (NR)
c]MB . (A.11)
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Zadnji dve enačbi vstavimo v definicijo Diracovih nevtrinov (A.8) in končno dobimo
zvezo med Diracovim poljem in Majoranovima poljema
νD =
1√
2
[νL + (νL)
c +NR − (NR)c]MB , (A.12)
νD =
1√
2
[︁
νM + γ5NM
]︁
, (A.13)
kjer sta Majoranovi polji definirani z enačbama
νM = [νL + (νL)
c]MB , (A.14)
NM = [NR + (NR)
c]MB . (A.15)
Na tej točki lahko Lagrangeevo funkcijo Diracovega modela izrazimo bodisi z Ma-
joranovimi bodisi z Diracovimi polji nevtrinov. Poglejmo si obe možnosti. Začnemo
z masnim členom
−L ⊃ 1
2
νMDνM − 1
2
NMDNM , (A.16)
nato nadaljujemo z interakcijskimi členi, ki vsebujejo bozon Z,
−L ⊃ g
2 cos(θW )
Zµ
3∑︂
k=1
νDk γ
µPLν
D
k , (A.17)
−L ⊃ g
2 cos(θW )
Zµ
3∑︂
k=1
1
2
{︃
νMk γ
µPLν
M
k − νMk γµPLNMk +
−NMk γµPLνMk +NMk γµPLNMk
}︃
,
(A.18)
in končamo z interakcijskimi členi z bozonom W
−L ⊃ g√
2
W+µ
∑︂
lm∈{e,µ,τ}
3∑︂
k=1
(A†OL)kmνDk γ
µPLlm + h.c., (A.19)
−L ⊃ g√
2
W+µ
∑︂
lm∈{e,µ,τ}
3∑︂
k=1
1√
2
(A†OL)km
{︂
νMk γ
µPLlm −NMk γµPLlm
}︂
+ h.c.
(A.20)
V izrazu (A.19) prepoznamo matriko O†LA v Diracovem modelu kot unitarno ma-
triko PMNS (Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata). Zunaj Diracovega modela pa
vlogo matrike O†LA nadomestita matriki O
†
LU in O
†
LV , ki v splošnem nista unitarni.
V primeru, da je vpliv nevtrinov NMk zanemarljiv pri eksperimentih, ki določajo
parametre matrike PMNS, je slednja v prvem približku enaka matriki O†LU .
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Z znano matriko U †OL (zunaj Diracovega modela) se lahko matriko U †U iz-
računa preko zveze (U †OL)(U †OL)† = U †U . Matriko U †U pa lahko z izpeljano
parametrizacijo (2.25) izrazimo na naslednji način:
(U †U)−1 = I +D1/2ν R(−DN)−1R†D1/2ν . (A.21)
V modelu n = 3 lahko zgornjo enačbo prevedemo na problem lastnih vrednostih
matrike DN in ortogonalne kompleksne matrike R,
(Dν)
−1/2 [︁(U †U)−1 − I
]︁
(Dν)
−1/2 = R(−DN)−1R†. (A.22)
V primeru, da je leva stran enačbe (A.22) znana, lahko preprosto izluščimo matriki
R in DN . Poleg tega pa je razvidno tudi, da ne bo vsaka matrika U †U zadoščala
zgornji enačbi, saj poljubna hermitska matrika ni diagonalizabilna s kompleksno
matriko R, ki zadošča zvezi RTR = RRT = I.
A.2 Kvantizacija Majoranovih polj
V Diracovem modelu se lahko z znano kvantizacijo Diracovega polja in z zvezo (A.13)
izpelje pravilna izraza za kvantizirani polji νMk (x) in NMk (x) (v interakcijski sliki).
Slednji se skupaj z νDk (x) glasijo:
νDk (x) =
∫︂
d3p
(2π)3
1√︂
2E
(k)
p
∑︂
s=1,2
[︂
as(k)pu
s
k(p)e
−ipx + b†s(k)pv
s
k(p)e
ipx
]︂
, (A.23)
νMk (x) =
∫︂
d3p
(2π)3
1√︂
2E
(k)
p
∑︂
s=1,2
[︂
cs(k)pu
s
νk
(p)e−ipx + c†s(k)pv
s
νk
(p)eipx
]︂
, (A.24)
NMk (x) =
∫︂
d3p
(2π)3
1√︂
2E
(k)
p
∑︂
s=1,2
γ5
[︂
−ds(k)pusNk(p)e
−ipx + d†s(k)pv
s
Nk
(p)eipx
]︂
. (A.25)
Bispinorji, ki nastopajo v zgornjih enačbah, zadoščajo zvezam us(p)c = vs(p),
usν(p)
c = vsν(p) in [γ5usN(p)]c = −γ5vsN(p), kar se prevede na usN(p)c = vsN(p).
Pri tem je p 3-vektor gibalne količine in s projekcija spina. Nastopajoči operatorji
zadoščajo standardnim antikomutacijskim relacijam
{︂
a†s(k)p, a
r
(k)k
}︂
= (2π)3δ3(p− k)δsr,
{︂
b†s(k)p, b
r
(k)k
}︂
= (2π)3δ3(p− k)δsr, (A.26)
{︂
c†s(k)p, c
r
(k)k
}︂
= (2π)3δ3(p− k)δsr,
{︂
d†s(k)p, d
r
(k)k
}︂
= (2π)3δ3(p− k)δsr, (A.27)
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ostali antikomutatorji pa so ničelni. Operatorji as(k)p, b
s
(k)p, c
s
(k)p in d
s
(k)p so med
seboj linearno odvisni, saj jih povezuje zveza (A.13). To odvisnost lahko opišemo z
nastavkom:
cs(k)p = a
s
(k)p cos (ϕ) + b
s
(k)p sin (ϕ), (A.28)
ds(k)p = −as(k)p sin (ϕ) + bs(k)p cos (ϕ), (A.29)
ki ohranja antikomutacijske relacije med operatorji. Ta nastavek vstavimo v enačbo
(A.13) in dobimo še zveze med u-ji in v-ji,
usk(p) =
usνk(p)√
2 cos(ϕ)
=
usNk(p)√
2 sin(ϕ)
, (A.30)
vsk(p) =
vsνk(p)√
2 sin(ϕ)
=
vsNk(p)√
2 cos(ϕ)
. (A.31)
Če upoštevamo še zahtevo usk(p)c = vsk(p), ki velja za bispinorje vseh treh delcev νDk ,
νMk in NMk , mora veljati cos(ϕ) = sin(ϕ) = ±1/
√
2. Brez izgube splošnosti izberemo
ϕ = π/4. Od tod sledi
usk(p) =u
s
νk
(p) = usNk(p), (A.32)
vsk(p) =v
s
νk
(p) = vsNk(p). (A.33)
Na tem mestu si poglejmo še kinetični člen in masni člen polja NM , ki ju skupaj
zapišemo na naslednji način:
L ⊃ 1
2
NM(iγµ∂µ +D)NM . (A.34)
V tem izrazu opazimo, da je masni člen napačno predznačen. Slednje lahko popra-
vimo, če izraz (A.34) zapišemo z nevtrini Ñ
M
= [Ñ
M
1 , Ñ
M
2 , Ñ
M
3 ]
T , kjer so Ñ
M
k =
γ5NMk . V tem primeru dobimo
L ⊃ 1
2
Ñ
M
(iγµ∂µ −D)Ñ
M
. (A.35)
Tako definirano polje Ñ
M
k ,
Ñ
M
k (x) =
∫︂
d3p
(2π)3
1√︂
2E
(k)
p
∑︂
s=1,2
[︂
−ds(k)pusNk(p)e
−ipx + d†s(k)pv
s
Nk
(p)eipx
]︂
, (A.36)
zadošča zvezi (Ñ
M
k )
c = −ÑMk , kar pomeni, da je Ñ
M
k Majoranovo polje s fazo eiπ.
Izraza za νMk (x) in NMk (x) iz (A.24) in (A.25) s pripadajočimi antikomutacijskimi
relacijami iz (A.27) uporabimo tudi zunaj Diracovega modela.
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A.3 Razpad B → νν v približnem in eksaktnem Di-
racovem modelu
Poglejmo si razlike pri izračunu razpadne širine razpada B → νν v približnem in
eksaktnem Diracovem modelu. Približen Diracov model je razširjen SM z ξ ≈ 1
in ||MM || ≪ ||MD||. V ta namen definiramo stanji Diracovega nevtrina oziroma
antinevtrina v eksaktnem Diracovem modelu:
⃓⃓
νDk (p, s)
⟩︁
=
√︂
2E
(k)
p a
s†
(k)p |0⟩ ,
⃓⃓
⃓νDk (p, s)
⟩︂
=
√︂
2E
(k)
p b
s†
(k)p |0⟩ , (A.37)
ter stanji Majoranovega nevtrina νMk in NMk (v približnem in eksaktnem modelu):
⃓⃓
νMk (p, s)
⟩︁
=
√︂
2E
(k)
p c
s†
(k)p |0⟩ ,
⃓⃓
NMk (p, s)
⟩︁
=
√︂
2E
(k)
p d
s†
(k)p |0⟩ . (A.38)
Našteta stanja v okviru Diracovega modela niso neodvisna med seboj, saj jih pove-
zujeta zvezi (A.28) in (A.29). Tako imamo
⃓⃓
νDk (p, s)
⟩︁
=
1√
2
(︁⃓⃓
νMk (p, s)
⟩︁
−
⃓⃓
NMk (p, s)
⟩︁)︁
, (A.39)
⃓⃓
⃓νDk (p, s)
⟩︂
=
1√
2
(︁⃓⃓
νMk (p, s)
⟩︁
+
⃓⃓
NMk (p, s)
⟩︁)︁
. (A.40)
Od tod se stanje dveh Diracovih nevtrinov zapiše kot
⃓⃓
⃓νDk , νDl
⟩︂
=
1
2
(︁⃓⃓
νMk , ν
M
l
⟩︁
−
⃓⃓
νMk , N
M
l
⟩︁
+
⃓⃓
NMk , ν
M
l
⟩︁
−
⃓⃓
NMk , N
M
l
⟩︁)︁
. (A.41)
Zveza (A.41) velja le v primeru eksaktnega Diracovega modela. Ta omogoča izračun
razpadne širine razpada B → νν s stanji in polji Majoranovih nevtrinov namesto
s stanji in polji Diracovih nevtrinov. V približnem Diracovem modelu, v katerem
zveza (A.41) ne velja več, pa se razpadno širino za B → νν izračuna posebej za
končna stanja
⟨︁
νMk , ν
M
l
⃓⃓
,
⟨︁
νMk , N
M
l
⃓⃓
,
⟨︁
NMk , ν
M
l
⃓⃓
in
⟨︁
NMk , N
M
l
⃓⃓
, za k, l ∈ {1, 2, 3}.
Od tod je diferencialna razpadna širina razpada B → νν v približnem Diracovem
modelu sorazmerna z
|A|2 =
3∑︂
k=1
{︃
|A(B → νMk νMk )|
2
+ |A(B → νMk NMk )|
2
+
+ |A(B → NMk νMk )|
2
+ |A(B → NMk NMk )|
2
}︃
.
(A.42)
Amplituda razpada B → νDνD v eksaktnem Diracovem modelu pa se glasi
Aeksakten = 1
2
3∑︂
k=1
{︃
A(B → νMk νMk )−A(B → νMk NMk )+
+A(B → NMk νMk )−A(B → NMk NMk )
}︃
.
(A.43)
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Na tej točki opazimo, da v eksaktnem Diracovem modelu diferencialna razpadna
širina vsebuje faktor (1/2)2, ki izhaja iz zapisa stanja (A.41). Poleg tega pa vsebuje
tudi prispevke interferenčnih členov amplitud neločljivih razpadov, kot je recimo
A∗(B → νMk NMk )A(B → NMk NMk ). V približnem Diracovem modelu faktor (1/2)2
in omenjeni interferenčni členi amplitud ne nastopajo, treba pa je upoštevati zmanj-
šan fazni prostor za faktor 2, ki je posledica narave Majoranovih nevtrinov. Namreč
v primeru dveh nevtrinov v končnem stanju, ki se v mirovnem sistemu mezona B
gibljeta v nasprotnih smereh, se diferencialno razpadno širino integrira po območju
prostorskega kota enega nevtrina, ki predstavlja vse različne smeri, v katere lahko
ta odleti. V primeru dveh neločljivih delcev νC in νC je treba integrirati po po-
lovici celotnega območja, saj so sicer vse konfiguracije dvakrat štete. V primeru
ločljivih delcev νC in νD pa nastopata dva neločljiva procesa, in sicer B → νCνD
in B → νDνC za C ̸= D. V tem primeru, če diferencialno razpadno širino prvega
integriramo po celotnem prostorskem kotu, je prispevek drugega procesa že vključen
v prvem. Rezultat je seveda enak, kot če bi obe diferencialni razpadni širini integri-
rali po polovici celotnega območja. Iz tega razloga sta v primeru dveh ločljivih ali
neločljivih Majoranovih nevtrinov v končnem stanju izraza za diferenciala faznega
prostora dQ iz (3.21) in (3.37) manjša za faktor 1/2 kot v primeru dveh Diracovih
nevtrinov v končnem stanju. V primeru eksaktnega Diracovega modela je ta uči-
nek (faktor 1/2) že vključen v faktorju (1/2)2. Druga polovica pa izniči prispevke
omenjenih interferenčnih členov amplitud. Na tak način je razpadna širina v tem
primeru razpada B → νν izračunana v približnem in eksaktnem Diracovem modelu
enaka.
Slednjo trditev potrjujejo zveze
Γ(B → νMk NMk ) = 0, (A.44)
Γ(B → νMk νMk ) = Γ(B → NMk NMk ) =
1
2
Γ(B → νDk νDk )eksakten, (A.45)
kjer Γ označuje razpadno širino izračunano v približnem Diracovem modelu in
Γeksakten razpadno širino izračunano v eksaktnem Diracovem modelu. Podobne zveze
veljajo za razpad B → ννγ z opazljivim in neopazljivim fotonom:
Γ(B → νMk νMk γ) = Γ(B → NMk NMk γ) = Γ(B → νMk NMk γ), (A.46)
Γ(B → νMk νMk γ) =
1
4
Γ(B → νDk νDk γ)eksakten. (A.47)
Za oba razpada B → νν in B → ννγ se celotni razpadni širini izračunani v pribli-
žnem in eksaktnem Diracovem modelu ujemata:
Γcelotnapribližen = Γ
celotna
eksakten, (A.48)
kar pomeni, da je prehod iz približnega Diracovega modela v eksakten Diracov model
(dokazano na primeru razpadov B → νν in B → ννγ) zvezen.
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